2 Tihové pole Zemé a jeho zdroje

2.1 Uvod

Vlastnosti tihového pole tésné souviseji s tvarem Zemé. Uloha urceni
tvaru a rozméri Zemé ma vyznam védecky i prakticky. Nejdfive, na zakladé
zkuSenosti z nejbliz§iho okoli, byla Zemé poklddana za rovinnou desku. Prvni
predstava sférické Zemé pochazi od Pythagora (6. stol. p. n. 1.), ktery k ni dosp¢€l
z presvédCeni dokonalého uspofadani svéta; za dokonaly geometricky tvar
povazoval kouli a odtud odvozoval kulovy tvar Zemé€. Prvni védecky pokus
zmefrit obvod Zemé provedl Eratosthenes (3. stol. p. n.1.). Puvodcem dynamické
koncepce tvaru Zemé a predstavy elipsoidalni Zemé je I. Newton, ktery formu-
loval zakon obecné prfitazlivosti a usoudil, ze rotujici Zemé by méla byt vice
zplostéla na polech nez na rovniku.

Geometricka uloha urceni tvaru Zemée je tedy feSena déle nez dvé tisicileti
a dynamicka uloha je starsi nez tfi stoleti. DalSi rozvoj poznani tihového pole
Zemé byl ovlivnén pracemi Clairauta, Legendra, Laplace, Stokese, Brunse,
Helmerta, Jeffreyse, Molodénského a pracemi mnoha dalSich badateli. V dobé
druzicovych pozorovani vznikaji nékteré nove aspekty souvisejici s otevienim
novych moznosti studia tihového pole Zemé. Pfedn€, zemské gravitacni pole je
nejvyznamnéjsi silou, ktera ptisobi na pohyb druzice, a tedy jeho detailni znalost
je dulezita pro pohyb druzice kolem planety. Obracené také pozorovani drah
druzic poskytuji podrobna data o struktute pole, ktera by nebylo mozZno ziskat
pozemskymi klasickymi metodami v tak velkém rozsahu i detailu. Existence
téchto dat otvira nové moznosti v teorii tthového pole Zemé. Jde pfedevsim
o studium souvislosti mezi podrobnou strukturou tihového pole Zemé a rozlo-
Zzenim hustoty v zemském télese, zejména o studium lateralnich variaci hustoty.
Detailni znalost rozlozZeni hustoty, tedy i znalost odchylek od hydrostatického
-uspofadani, ma zase zasadni vyznam pro studium dynamickych procesu probi-
hajicich v Zemi a s nimi spojenych nehydrostatickych napéti.

V této kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi tihového pole Zemé, které
souviseji pfimo s jeho popisem pomoci Stokesovych parametri, o jejichZ urco-
vani druzicovymi metodami pojednava predchazejici kapitola. Umyslné pomiji-
me néktereé klasické ¢asti teorie tihového pole Zem¢, které nemaji vztah k druzi-
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covym metodam, jako napr. Stokesiv teorém, hypotéza izostaze, které jsou
popsany v fadé monografii a u¢ebnic [20]. Na rozdil od obvyklého zpracovani
vénujeme zvySeny zajem popisu vlastnosti hladinovych ploch, zejména geoidu,
které se daji odvodit z rozvoje pritvodie hladinové plochy do fady sférickych
funkci. Znacna pozornost je vénovana vySetfovani omezeni pro trojrozmérnou
distribuci hustoty v Zemi, plynouci ze znalosti Stokesovych parametri do dosti
vysokého stupné [46], [47].

I kdyZ jsme si védomi ¢asové proménnosti tihového pole Zemé a toho, Ze
Stokesovy parametry nejsou konstantami, ale parametry zavislymi na case,
pomijime v této kapitole tuto skuteénost. Casové proménné kratkoperiodické
- slozce pole souvisejici s rotaci a se slapy Zemé budou vé€novany dalsi kapitoly.
Pokud jde o dlouhoperiodické ¢asti pole souvisejici s vnitini dynamikou plane-
ty, vymykaji se koncepci této knihy a spada_u do geodynamiky, coz je problema-
tika vyzadujici samostatne dllO

2.2 Gravifaéni a tihovy potencial

Tihové pole je konzervativni silové pole a jeho potencial W (geopotencial,
tihovy potencial) ve vnéjSim bodu P je roven souctu

2.1) W(P) = V(P)+ Q(P) + 6W(P),

kde V je gravita¢ni potencial, Q potencial odstiedivych sil a W jeho proménna
¢ast pusobena volnou nutaci (pohybem zemskych poli) a slapovym piisobenim
Mésice a Slunce.*) Proménné sloZce se budeme vénovat v kap. 3, 4 a 5. Gravi-
tacni potencial je harmonickou funkci soufadnic, t.j. spliiuje Laplaceovu rov-
nici

(2.2) AV(P) =

Ve sférickém systému soufadnic (o, 3 = 90° — @, A) s polatkem v té-
Zisti Zemé existuji dvé nezavisla parcialni feSeni rovnice (2.2) 'Y, (9, A)
a0’ 'Y, (3 A), kde Y, (3, A) jsou sférické funkce. Prvni feSeni ma singularitu
\ nekonecnu, takZe ve vné€jSim bodu nevyhovuje. Obecné teseni (2.2) zapiSeme
ve tvaru

(2.3) V(eo, 9, /\)—G—M (%Q)j Z Ajpy Yim (95 A),

Q Jj=0 m= —j

kde A, jsou komplexni Stokesovy parametry, ostatni symboly maji obvykly

*) Slapova slozka obsahuje i konstantni ¢ast, kterou zde rovnéz zahrneme do dW.
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vyznam. Sferické funkce Y,, (9, A) souviseji s pfidruzenymi Legendrovymi
funkcemi P"'(cos 9), zavedenymi vztahem (1.70), takto (—j < m < j)

n 2.I+ 1 (I_ m)' m
24) Y, (3 A) =exp(imA) {(—1) \/< . (].+m)!> P (cos 9)}-

Sférické funkce Y,, (8, A) jsou plné normovany, tj.

(2.5) f dAf sin 3Y,,(9, A)Y2, (8, A)d$ = 6,3, .

Dale pro né plati
(26) 1m(‘9 A) /»;('9 A) - (_ l)m m(‘9 A)

Vyuzijeme-li hofejSich vztah, mizeme radu (2 3) pro realny potencial
V(P) upravit na tvar

(2.7) Vip, §, A) = GM[

+ Z Z ( )(J""’cosm/\+

/—lm 0

+ S sinmA) P™ (cos .9)] :

Veli¢iny J™, S/ jsou Stokesovy parametry zavedené v kap. 1; s komplexnimi
konstantaml A_,,,, souviseji prostfednictvim nasledujicich prevodmch vztaht

(2.8) A _2LJ<0>_ ___zﬂ_J

o \/(2] 1) Ja@+1n7"
= (1P e —iSTYUNT,  m>0
= \/(21:) [T + iS™}N™, m > 0.

Veli¢ina N/™ byla zavedena vztahem (1.138).
- Kromé reprezentaci (2.3) a (2.7) se pouziva nasledujici vyjadieni pro vnéjsi
gravitani potencial

% J
29 Vo, 9 A) = oM Y. <99> Z [C,, cosmA + S, sinmA]P" (cos 9),
Q j=0\Q

kde pfidruzené Legendrovy funkce P (cos $) maji nasledujici vztah k dfive
zavedenym funkcim P (cos 9) (1.70)

m_

(2.10) P (cos §) = N/ P (cos 9),

takze parametry C,,, S, souviseji s parametry JJ'('.")’ S™, resp. J™, S takto:
@) Con = SN =I5 8 = SIPING = SPP
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Veliciny J™, S/™ jsou tzv. pIné normované Stokesovy parametry a vyjad-
fuji se pomoci komplexnlch Stokesovych parametrit takto:

(2.12) Ap=2/(m)JO,
=,/@n) (= 1)"(J"™ —iS™), m>0
A_,=Crn) ("™ +i8™), m > 0.

Pro zjednoduseni zapisu zavedeme symbol £2 pro uhlové sférické sourad-

- nice (9, A), t}. 2 = (9, A), asymbolem d2 budeme rozumét element prostorove-
ho thlu

(2.13) dQ = sin § d9 dA.

Pro pozdéjsi potiebu explicitné vypiSeme sféricke funkce Y,,(£2) do stupné j = 2

(2.14) Yo(2) =1/2/1);  Y0(2) = %\/(%) cos 3;

Y, (2) = %\/(%) (Bcos* 93— 1),

‘ 3
Y, .,(Q) = ¢%\/<2”) sin 3 exp (+1A),
—, /(35 9 sin A
Y, ,()=F1 o cos 9 sin 3 exp (+1A),

3.5\ . :
Y,.,(82) = %\/(;) sin’ 9 exp (+ 2iA).

Potencial odstfedivych sil muZeme vyjadfit pomoci sférickych funkci
Yy (£2), Y, (£2) a Helmertova parametru ¢

(2.15) 3
0(P) = 1ot sint 9= g (f) 333@ [Yoo(.Q) — ﬁ Yzo(-Q)] =
o 0
~42 % <Q>3“ ~ P{" (cos 9)].
o dy

Piipomefime, Ze potencial odstiedivych sil neni na rozdil od gravitac¢niho
potencialu harmonickou funkci; spliiuje rovnici

(2.16) AQ =2w* # 0.
Parametr g vystupujici v (2.15) je definovan

(2.17) 4= @a})(GM).
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Geometricke misto bodu splnujicich podminku
(2.18) | Ww=Ww,,

kde W, je konstanta, pifedstavuje uzavienou plochu konstantniho geopotencialu
¢ili plochu hladinovou (ekvipotencialni). Konstanta W, tuto plochu definuje
rozmérove, soubor Stokesovych parametri tvarové. Misto konstanty W, zave-
deme pomér

(2.19) GM/W, = R,,

ktery budeme nazyvat délkovym (rozmérovym) faktorem geopotencialu. Pova-
Zujeme-li R, resp. W, za parametr, dostaneme systém ekvipotencialnich, uzavfe-
nych, nikde se neprotinajicich ploch. Jedna z nich ma vyjime¢né postaveni:
v oblastech oceant a mofi se ztotoznuje s jejich klidnymi stfednimi hladinami*),
a tudiz ptredstavuje povrch celého zemského télesa. Zavedl ji Listing (1873) [21]
a nazval ji geoidem. Jeji geopotencial budeme oznacovat W, a jeji rozmérovy
faktor R,. Veli¢ina W, nebo lépe :

(2.20) R, = GM/|W,

je zakladni veli¢inou pfimo a jedoznaéné definujici rozmér zemského télesa.
Dalsi veli¢iny urcujici rozmér télesa, napr. velka poloosa zemského elipsoidu,
jsou Jiz zprostfedkované a zaviseji na dodateCnych podminkach, které je tfeba
formulovat.

- 2.3 Transformace gravitatniho potencialu a potencialu
odstredivych sil pfi oto¢eni souradnicového systému.
Transformace Stokesovych parametri

Gravitacni potencial V(P) ve vnéjSim bodu P(p, £2) uvazujeme ve tvaru
(2.3); sféricky souradnicovy systém, ve kterém se vyjadiuje, oznaCme S(p, 9, A).
Piejdeme k jinému sférickému souradnicovéemu systému S'(¢’, ¢, A’), ktery
vznikne otoCenim puvodniho systému S kolem pocatku souradnic. Otoceni
popiseme uhly a, B, y. Potencial V(P) v témze bodé se vyjadiuje v systému S’
takto:

GM & (a,Y { , L
V(P) = —— (—9> N ALY (S, A).
Q 0/ M=-j |

J=0

*) Zde pomijime piipadné rozdily hladin ocedni a vliv stalé ¢asti slapového potencialu od Mésice
a Slunce.
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Symbolem D(a, B, ¥) oznadime operator rotace systému. PonévadZ sférické
funkce Y, (3, A) jsou kovariantni irreducibilni tenzory, miizeme vyjadfit puso-
beni operatoru rotace takto:

221)  Yu(¥, A)=D(a, B, V) Yim(9, A) = _i Y (8, A) Du(a, B, 7).

1

kde D/, (a, B, y) jsou Wignerovy matice. Dosazenim do (2.20) dostaneme

@2) WP = GQM (3) S Y, (8 A) S AyDin(a . )

j=0 m= —]j M=—j

Uvazime-li, ze pfi otoCeni souradné soustavy kolem pocatku se délka privodice
neméni, tj. o = @', vyplyne srovnanim (2.22) s (2.3) vztah mezi komplexnimi
Stokesovymi parametry v obou soustavach

J .
(2.23) Ajp = MZ AuDou(a, B, 7).
=—-J

Ponévadz operator rotace je unitarni maticovy operator, tj. inverzni ope-
rator D~ '(a, B, y) = D*(a, B, 7), plyne odtud

224 S Dhucl@ B, 7) Dine (@ B, 7) = Sy

Vynasobime-li (2.23) DZ,,.(a, B, v) a seéteme pies index m, dostaneme

(2.25) |
S AuDine(@ BN = ¥ Ap 3 D@ B. 1) Dine@ B, )

m= —j

Vzhledem k platnosti (2.24) dostavame inverzni vztah k (2.23)

(2.26) = S A D@ B 1)

m=—j

Wignerovy matice D/, (a, B, 7) jsou definovany

(2.27) Di.(a, B, v) = exp(—ima) &), (B) exp(—iMy),
kde

(2.28) do(B) = (—1Y " M[( + m)' (G — m)! (G + M) (j — M)!]""

ﬂm+M+2k 2j—m—M-—2k
(cos —> (sin—l-’)
2 2

;(_ f K1G—m—K)G— M —k)!(m+ M+ k)
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Ve vzorci (2.28) se sCita pies pfirozena Cisla k, pro ktera jsou viechny faktorialy
v (2.28) nezaporné.

Pro vyznam transformace uvedeme tabulky matic &,,,(8) proj=1aj =2
(tab. 2.1, tab. 2.2).

Tabulka 2.1
Matice d},,(B)

M 1 ) -1
m
1| (1+cosP)j2 | —sinp/\/2 | (1 —cosp)2
0 [ sinp//2 cos —sin f/,/2
—1 | (1 —cosp)/2 sin §//2 | (1 + cos B)/2

2.4 Tize ve vnéjSim prostoru

Tize g(p, £2) ve vnéj§im bodu P(g, 2) mifi kolmo na ekvipotencidlni
plochu W prochazejici bodem P a je definovana

(2.29) g(o, ) = —VW(e, ) = — V¥, ) — VQ(o, ).

Abychom mohli tihové zrychleni explicitné vyjadfit, musime provést ope-
raci gradient na 077/ ~'Y,,(£2) a na 0? Yy (£2) — 572 Y,y (£2). Gradient prevede
skalarni sférické funkce Y, (£2) na sférické vektory Y¥(£2), (u =0, +1).

Diferencialni operator V se vyjadii ve sférické soustave

(2.30) V==e,V,+ eV, +e,V,,

kde |

(2.31) Vozi, V9=li’ V, = 1 _6_
do 0 09 0 sin 3 0A

Oznac¢ime-li n jednotkovou normalu g/g, lze zapsat (2.30) ve tvaru

o 1

(2.32) V=n—+-1V,,
oo o
kde V; je uhlova ¢ast operatoru V, tj.
D 1 9
2.33 V)= —, (V),=— 2.
(233) (Vs 29 (Vs sin 9 9A

70



p/ (g s00 + 1) 7/(g 02 + [)g urs /0l s () 7/(g s02 — 1)g uis plgsod—1) | T—

Z/(g s0d + [)g uis — Z/(1 — g 500 + ¢ ;5097) z/Ng soo g uis () Z/(1 — g s00 —¢ $007)— U@sod—gus | [—
/Mol s ) t/Mg soo gus(g) /N — Z/(1 — ¢ ;509¢) ¢/Mg 500 g wis () @/ o us@©N | o
7/(g s00 — )¢ uis — Z/(1 — g s0d —¢ 5007)— 7/Mg soo g us (g) /> — Z/(1 — g 500 + ¢ ;5037) @sodo+Ngus | |
/(g s09 — 1) 7/(g s0d — [)g uis — @/ Mol wse)N z/(gs00 + 1)g wis — p/Agsod+1) | T

w
- - 0 I (4 W
(@) "p sone

T smqeL

71



Vektory e,, ey, e, jsou bazové vektory tvofici pravotoCivy systém, tj.
(2.34) €, X € =86, e xe,=e, e,xe,=e,.

Sféricke bazové vektory e,, e;, e, jsou zavislé na uhlovych soufadnicich a plati
pro né

(2.35)
aee=ae,9=ae/\=0; 9&=93; %z_eg; ieAzo;
dp Op Op 09 09 09
: 0 :
—e,=e,sinY; —e;,=e,cos3; —e,= —e.sind— e, cos I
oA o) A A 9 A A o 3
a dale jejich divergence a rotace jsou
(2.36) V.e,= z; V.ey = ! cotg3; V.e,=0;
o [

Vxe =0, Vx e9=-£l;e,,; V.x e,,=$cotg.930——ées.

Sférické vektory Y;2(9, A) se definuji takto
1

(2.37) YO(Q) = - V.Y, (),
NT R
—1
YOQ) = nx V)Y, (),
: TG+t Yl

Y (@) = nY,, ().

Sferické vektory YP(£2) (A =0, +1) maji tu pfednost, ze jsou vyhodné
orientovany vzhledem ke sméru priivodice n = g/g, tj. Y. "(£2) (podélny vek-
tor) je paralelni se smérem n a vektory Y9(0) a Y(£2) (p¥i¢né vektory) jsou
kolmé na smér n, t;. ,

(2.38) nx Y 2 =0 n Y =n. YO(£2) = 0.
Podle uvedenych vztaht lze vyjadfit gradient takto
do~/~!

(2.39) Vo7 'Y, ()] =

Y. (@) + UG + D™/ "2 Y.

Sféricky vektor se zapise takto
(2.40) Y22 = YD), e, + VP(Q)s6,+ VP (Q), 84,
kde slozky lze vyjadfit pomoci sférickych funkci
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(2.41) Y2 (), = Y20, = Y ()l = ¥, (@), =0,

1 0
Y(Q)s = — Yn(£2),

T JUG + 1) 08
YOQ), = — " I v .
Q) NTTESTTY: ()
YOQ —m 1 :

( )I \/[/(]+1)] sin 3 Ym(£2)
6
YODly = — ——— 2 Y, ()
~ JUG + 1) 88
Y O(Q)l, = Y, ().
(2.42) a—Yfg‘;—”%ww m) G+ m + 1] exp(—iA) Yy, , ()

—JIG+m) G —m+ 1)] exp(iA)Y,,_(£2)}.

VyuZijeme-li uvedenych vztahti, miZeme vyjadrlt podle (2.29), (2.3) a (2.15)
, intenzitu g pomoci sférickych vektora ve tvaru

(2.43) | |
ste. 9.1 = %3 (Q) A+ D Y@ — G+ D] @)} —
_% 93‘11’1{)/(—1)9__1;_[,/(—1) \/3 Yo }
- "<ao) 0~ @+ C)wa |l

Vyjadfime-li tihové zrychleni ve slozkach, dostaneme

(2.44) MG+ 14, (92)] Y, () — oo sin9,
| 0 0
(2.45) |
=—G—Mi ( ){[(1 )G+ m o+ D] exp (i) Yy (@) -
— \/[(1.+ m)(j —m + 1)] exp (iA) Y, _ ,(§2)} + oo’ cos 9sin I,
ol - GM ay 1 A4.Y.
(2.46) gla= —1 = j;mAjm (9) g m m(£2).

Slozky odstfedivych zrychleni vystupujici ve (2. 44) a (2.45) mizZeme vy-
jadfit pomoci sférickych funkci

73



Q4T) gyl = —wosin’§= — ‘53@ ey [Yoom) _ 312 Yzo(m],
(2.48)
gQ|_9 = w’p CéS 9sin 9 = 2?(3(&;[)) w?o exp(—iA) Y, () =
_GM J@n (—"—) [exp (—iA) Yo (€2) — exp(GA) Y _ ()]
o? JG.5) \a

Oznacime-li cos a, = sin ¢, cos @y = cos ¢ cos A, cosa, = cos ¢ sin A (viz
1.2) smérove kosiny normaly ekvipotencidlni plochy, pak plati

(2.49) COS @,:COS Qy:COS &y = gl,: gls: Gla-

Sferické vektory Y(£2), (A = 0, +1) nejsou ireducibilni sférické tenzory
hodnosti 1, takze pii otoCeni soufadnicové soustavy se netransformuji pomoci
D-matic podle (2.27). Ireducibilni tenzory hodnosti 1 jsou sférické tenzory
Y (£2), (k =j—1,j, j+ 1), které jsou vlastnimi funkcemi tihlové &asti Lapla-
ceova operatoru A, s vlastnimi Cisly k(k + 1), tj. spliiuji rovnici

(2.50) [Aq+ k(k + 1)] Y5(£2) = 0.

Sférické vektory Y (£2) se vyjadiuji pomoci sférickych vektord YP(£2), (A =
=0, +1) takto:

1

2.51 Y (D) = ———— [J() V(@) — (G + 1) Vi (@),
(2.51) () NI v v
Y,.(2) = ¥2(2),
. 1
YV, (@) = ———— G + D) () + V() ¥ (@)
J@i+1) v v

Dosadime-li do vzorce (2.43) pro tihové zrychleni za vektory Y.’(£2)
sférické vektory Y (£2) podle obracenych vztahu (2.51), dostaneme

2

o
3
LM, (3) %ﬁ [Y(2) + 'JIE Y]

2 a,

Q

Otocime-li soufadnicovou soustavu podle Eulerovych uhlu e, S, y a ozna-
¢ime-li ¢arkou soufadnice v otoCené soustavé (o = 0'), muzeme psat transfor-
macni vzorce pro sférické vektory )j,’f, (£2) takto:
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(2.53) Y. (82) = Z Du(a, B, 7) ¥n(£2)

m=—j

a inverzni transformace vzhledem k unitarnosti D-matic zni

(2.54) Y (82) = Z Dina, B, 7) ¥ (€2).

M=—j

Specialné mame
%k

(2.55) YD) = Do (@, B, 7) Yar($2),.

2 *

(D= 3 Diula b, 1) V().
Pro D-matice specidlné€ plati
(2.56)
Dyi(a, B, v) = P,(cos p),

D@, B, 7) = /(2 L4j- 1) Y, (8 7) = (- 1)'"\/(2 L4j- 1) Y8 7).

Dosazenim za Y}y (£2) podle vzorci (2.54) a (2.56) upravime vzorec pro tihové
zrychleni v otoCené soustavé

(2.57) j )
g0 2)=-My (‘;) JIG+ D@+ D] Ay D, B, 7) »

Q jmM

WJ'(Q’)+QA—4(§) 4—53Lq[D (@, B, ¥) Yoo (£2) +
Q 0

\/i > Dly(a, B, 7) Y ()] =
-Gy >¢[(/+1)(21+1)1A;M*'<ﬂ)+
Q iM
4
3

L GM (_q_) 4yn [y:(g)+>& S (=D V(@) Yi B y)]-

a M= -2

o

— W+dW

Obr. 2.1 Zmeéna geopotencialu pfi posuvu po draze ds.
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Pouzitim vztaht (2.51) a (2.41) mizZeme vyjadfit slozky tihového zrychleni
analogickym zpusobem podle (2.44—2.46).

Posuvu potencialového bodu P po draze ds odpovida zména geopotencia-
lu dW (obr. 2.1) |

(2.58) dW = g.ds.
2.5 Listingiiv geoid

2.5.1 Mongeiv tvar geoidu

Listinglv geoid je definovan podle (2.18)
(2.59) Wie, 9, A) = W, = GM/R,,
coz je rovnice plochy v soufadnicich (g, 9, A). Pro nékteré ucely je vyhodné
vyjadfit explicitné geocentricky priivodi¢ bodu geoidu jako funkci uhlovych

soufadnic (3, A), tzv. Mongetv tvar geoidu. V daliim budeme pouzZivat dvou
ekvivalentnich reprezentaci pro geocentricky privodi¢ geoidu.

| o
(2'60) Q= a, 'ZO z .Ejm\]jm(‘ga A)a
J=uvm=—j ‘
resp.
(2.61) o=R, [1 + 4P+ Y Y (4% coskA + B® sin kA) P (cos 3)]-
| n=2 k=0
Tabulka 2.3

Koeficienty v rozvoji privodite geoidu
u zonalnich ¢lent

AP RyAY
" [10-%] [m]
2 — 2241889 —14 266,65
3 2553 16,25
4 3117 | 19,84
5 228 1,46
6 —-553 | —3,52
7 369 2,35
8 211 1,35
9 119 0,76
10 247 1,57
11 —234 —1,49
12 200 1,28
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