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Trocha historie...

Rovnice ,mélké vody"

horizontalni rozmeéry jsou mnohem
vétsi nez vertikalni

poprvé odvodil Adhémar Jean
Claude Barré de Saint-Venant v roce
1871

Théorie du mouvement
non-permanent des eaux, avec
application aux crues des riviéres et
a I'introduction des marées dans leur
lit. C. R. Acad. Sc. Paris, 73,
147-153.

Obrazek: A.J.C.B. de
Saint-Venant (1797-1886)
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Zakladni rovnice

@ Navier-Stokesovy rovnice:

V-¥=0

oy .
p((;;+v~(ﬁ®17)) —V t+f

0 f=20xv+¢g
ot=—pl+o
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Jak vypada o

@ Pro klasickou Newtonovskou kapalinu plati: o = n(Vv + VTv).
@ V pripadé proudéni v oceanech je ale takovy Clen zanedbatelny.

@ Pomér mezi nelinearnim a viskéznim ¢lenem udava
Reynoldsovo Cislo: R, = ULp/n

@ Typické hodnoty pro ocean: U ~ 10~'m/s, L ~ 10°m,
p~10°kg/m* an~10~—3Pas = R, ~ 10"

@ Hraniéni hodnota mezi laminarnim a turbulentnim proudénim je
zhruba R, ~ 1000.

@ Proudéni v ocednech je tedy turbulentni a ¢len s molekularni
viskozitu zanedbatelny, vnitini tfeni kapaliny ale zcela zanedbat
nelze!
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Vliv turbulenci

@ Proudéni se sklada z ¢asové zprlimérované slozky,
reprezentujici velké Skaly a turbulentni slozky na malych Skalach

V= (¥ +V.

@ Plati (v/) = 0, ((¥) +v/) = (¥.
@ Dosadime-li do N-S rovnic a zprimérujeme, pak nelinearni ¢len
v x-0va sloZce vypada takto:

(2002 D0 | Hlw)) () ) , 0w

Ox + Ay + 0z Ox Ay 0z
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Boussinesgova hypotéza

@ Reynoldsovo napéti

oy v, A Obréazek: Osborne
— = A"ach + Ai87xi~ Reynolds (1842-1912)

@ A; je tzv. turbulentni viskozita.

Obrazek: Joseph Valentin
Boussinesq (1842-1929)
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Reynoldsuv tenzor a turbulentni viskozita

@ Zavadi se Reynoldsuv tenzor:

2403 An (R4 %) AR Ay
g = ou v Bv
0 AH( + ax) 2AH37 Avg: +AH§
8" +AH Av%; +AH% Mv%

@ Ay a Ay nejsou stejné a nejsou vlastnosti kapaliny, ale proudéni
@ Hodnoty pro oceanské proudéni jsou

° Ay =10 — 10°m?/s

0 Ay =107 — 107 'm?/s

e Pro srovnani kinematicka viskozita vody v = 1/p =~ 10~°m?/s.
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Vychozi Navier-Stokesovy rovnice

V-¥=0,
ou 0w Owv)  Oww)  10p
a T Ty T Tar T o T

0
0 ou 0 ou ov 0 ou ow
+ B (2AH8x> + 87y AHa—y +AH8x> + % <AVaz +AH8x> ,

Oy 9(vu) o O(ww) _10p fut

ot Ox Ay 0z p Oy
0 Ou av 0 v 0 av ow
+ a <A1—18y +AH(9X> + 87)) (ZAHay) + 871 <Avaz +AH8}7> )
0 0 0 ow? 19
% (wu) (wv) wo_ 1dp -

o Ox dy 0z poz

0 ou ow 0 ov ow 0 ow
Z Ay = +A— | + — Ay = +Ap— ) + — (24y—) .
+ x<V3z+ Hax)+8y(vaz+ Hay)+5'z( V&)
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Okrajové podminky

,,,,, T Geod
ET
b
Na hladiné:
a¢
w=o +v- V¢,
oy = 0

kde vnéjsi normala je definovana

_
L 1 9t

”s—iz By | -
V1 +[V(] 1



Okrajové podminky

@ Nadné:
w=—V-Vb,
fa-n'l;+s]7;:6,

s vnejsi normalou

_o
1 o

By
1+ |Vb]? _f

@ Treni na dné ma kvadraticky tvar: s5. = kv|V].
@ Na pobrezi: v-n. =0

np =
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Bezrozmérny systém

@ Zavedu charakteristické Skaly
e L pro horizontalni rozmér
e H pro vertikalni rozmér
@ U pro horizontani rychlost
@ Dale zavedu:
o Maly* parameter e = H/L
@ Inverzni Reynoldsova ¢&isla vy = Ay /UL a vy = Ay /UL, Froudovo
¢islo F, = U/+/gH a Rossbyho Cislo R, = U/fL.
e Odvozené Skaly pro vertikalni rychlost W = eU,as T = L/U a
tlak/hustota P = U
@ Prejdu do bezrozmérnych veli¢in vydelenim fyzikalni veliCiny
prislusnou charakteristickou Skalou.
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Bezrozmérny systém

@ Rovnice kontinuity z(stava stejna
V.-v=0.

@ Stejné tak zUstavaji nezménény okrajové podminky na rychlost

¢ ¢ ¢
W——t—i—u—x—i—v—y pro z =(,
=— 9 _ 00 o z=—b
w us vay pro z .
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Bezrozmérny Navier-Stokes

ou_ 0 ow) o) 10p v

ot Ox Oy 0z pOx R,
+ 2 2V @ + g v @ + v @ + g &@ + v 87W
Ox " ox ay \ Moy "M ox gz \ e oz Mox )

v | O(vu) N 87\/2 A(vw) n 10p _ u
ot Ox Oy 0z p Oy R,
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Bezrozmérny Navier-Stokes

ou_ 0 ow) o) 10p v

ot Ox Oy 0z pOx R,
+ 2 2V @ + g v @ + v @ + g &@ + v 87W
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Napétova podminka na povrchu

oC p ou aC ou Ov vy Ou ow
Ox < p+2VH8x> ayVH <3y+8x>+ e? 8Z+VH8x =0

aC du  Ov aC p v vy Ov ow
ax M <8y+8x> Oy ( p+2VH6y + €2 8Z+VH8y =9

¢ ow vy du ¢ ow vy Ov ow p
— 2 — R _ — — - - =
‘ <8x <VH ox T 8z> M ay \"" oy ta 0z 2w dz  p 0
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Napétova podminka na povrchu

oC p ou aC ou Ov vy Ou ow
> + 2vn - H

ox Ox _aiyy 3y+8x +€7872+VH5207

aC du  Ov aC p v vy Ov ow
ax M <8y+8x> Oy ( p+2VH6y + €2 8Z+VH8y =9
~L_o

P
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Napétova podminka na dné

ob p Ou ob ou Ov vy Ou ow .
o <_p + 2VHax) + 07yVH (8)) + 3)6) + 20z + VH oy = NkoulV],

@V @Jr@ +@ _3+2y@ +ﬂ@+y %—Nkv|17|
ox T\ ay " ox Oy \ p Ty 2oz Moy O

62 @ Val+&@ +@ Val+ﬂ@ +2I/ aiwfg—
ox\"ox " &0z oy \ Moy " e o Yo p

= 62Nk()w|17|,

N =/1+&|VbP,
V] = Vu? + v + e2w?.
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Napétova podminka na dné

o —7+2 Oy 4 O, (O D) v 0y, O Nkgul
Ox Yiox ) Ty i\ oy Tax ) T @ Ty T VeVl

ob ou Ov ob p ov vy Ov ow .
— — + — — | ==+ 2vy— —— — = Nk
8)CVH (ay + 8X> + ay < p + VH@y) + 2 0z + vy ay ()V|V|,
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Vertikalni zprimeérovani

@ NS rovnice preintegrujeme podle z od —b do (.
@ Vyuzijeme Leibnizovo integralni pravidlo

¢(a) ¢(a)
0 0 0 0b
sl = 55 [ faaz - 5o a) - 5Aba).
—b(a) —b(a)

@ Aplikujeme okrajové podminky.
@ Definujeme vertikalné zprameérované veliciny

ft,xy) = txy/ftxy,

David Einspigel Navier-Stokesovy rovnice v aproximaci mélké vody



Preintegrované rovnice

¢ O(hu) N O(hv)

o o oy
_ — —
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Slab4a zavislost na 7

@ Predpokladame, Ze zavislost horizontalnich rychlosti na z je
slaba 5 5
u 14
E(I,X,%Z)—O(e)a gz(t,x,y,z)—O(E)-

@ Taylor(v rozvoj:
u(t,x,y,z) = u(t,x,y) + 0(e),  v(t,x,y,2) = v(t,x,y) + O(e).

@ Coz implikuje

W2 =*40(), V=74+0(), w=iuv+O0(e),
Ou  Ou v _ oy Ou v Ou O
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Vysledné rovnice

Vysledné bezrozmérné rovnice v lokalnich kartézskych soufadnicich
v presnosti O(e)

¢ n O(hi) n O(hv)

ot Ox dy =0,
a((;ztu) n 8(2);;2) + 8(2;‘@ _ Pftzgﬁ kiR L ng

e 8 h@+h8v e 0 8\/
Hox "oy " " ox "oy ay
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Geografické souradnice

@ Necht (\g, o) uréuiji pocatek lokalnino kartézského soufadného
systému. Pak

x = acos(¢o) (A — No),
y=a(¢p— ¢o).

@ A pro operatory derivace plati

o 1 9
dx  acosp ON
9 10
y  adg’

@ Navic sioznaéim U = hiua V = hv.
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Finalni rovnice

Finalni rovnice ,mélké vody" v geografickych rovnicich:
Oh, 10U 10V _
ot acosp ON  adp

ou 1 dUu 10Uv gh oh k _ r———
ot acos¢ O\ a Op  acos¢ O\ th US VeV

a?cos? ¢ OX | OX a? 0o \ 0 cospON)’

ov._ 1 ova 10Vv ghOh k. ro-—5
o~ acosd On adé6 ade m VU TVISSUF

+ AH 2 h@+ h @ +%2 h@
a?cosp ON \ Op  cosd O a? 0o \ 0¢ )"
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