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(2002) pro pripad postglacidlniho vyzdvihu jsou poécitiny vlastni frekvence
modeli Zemé s maxwellovskou reologii. Uvazovany jsou pouze nerotujici,
sféricky symetrické izotropni modely, kde fyzikdlni parametry jsou realizovany
po castech konstantnimi funkcemi. Jsou ukazany prekazky znemoziujici
pfimocary vypocet frekvenci. V disledku jsou uvedeny dvé aproximativni
metody vypoctu: linearizovand metoda vlastnich ¢isel a metoda soustavy
linedrnich rovnic. Jejich nedostatecnost pri vypoctu i jednoduchych modela
je prokdzana analyzou singularniho rozkladu komplexnich matic vstupujicich
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1 Uvod

Ukolem predkladané diplomové prace bylo zkoumat frekvence vlastnich kmitt
nerotujiciho, sféricky symetrického izotropniho modelu Zemé s maxwellovskou
reologii, kde radidlni zavislosti vstupnich parametri byly realizovany po
castech konstantimi funkcemi. K nalezeni frekvenci vlastnich kmitt pomoci
vlastnich ¢isel bylo uZito pFistupu aplikovaného v Hanyk a kol. (2002) na
problém postglacidlniho vyzdvihu. K vlastni numerické realizaci pak bylo uzito
modifikovaného softwaru vyvinutého tamtéz.
Prace je rozdélena do nasledujicich mensich celki.

e Maximalné stru¢ny uvod do teorie vlastnich kmiti. Cilem invariantniho
fyzikalniho popisu je nalezeni pohybové rovnice pro vektor posunuti w
v pripadé obecného modelu Zemé.

e Zavedeni maxwellovské reologie. Jako motivacni priklad je analyzovano
chovani velmi jednoduchého jednorozmérného maxwellovského systému.

e Clisté matematickd vsuvka slouzici k zavedeni velmi uzite¢né baze
sférickych harmonickych funkeci.

e V Casti o numerické implementaci tilohy se nejprve vénujeme proceduie
vedouci od invariantniho popisu problému pres rozklady do baze
sférickych harmonik az k prostorové diskretizaci vzniklych rovnic.
Okrajovym podminkdm je vénovana samostatna ¢ast.

e Neméné diilezitou ¢asti jsou navrzené metody pro reSeni tlohy.
e Po zmince o uzitém softwaru nasleduji vysledky vypocti.

e A konefné v zavéreéné casti je ucinén pokus o vysvétleni nezdaru pii
feseni tlohy.



2 Teoreticka cast

2.1 Uvod do problematiky vlastnich kmitt Zemé

Uvazujme model Zemé, jenz je v pocatecnim stavu S(t = 0), ve stavu
hydrostatické rovnovdhy, béhem vlastnich kmiti pak v c¢asové proménném
stavu S’(t). Zakladni tlohou v teorii vlastnich kmitid je nalezeni rovnice
popisujici vektor posunuti u v celém objemu modelu. Tento vektor je definovan
jako

' =z +u(x,t), (1)

kde x resp. ' jsou polohové vektory elementarnich objemovych ¢astic ve stavu
S resp S'.

Je tieba si uvédomit, Ze pocateéni stav S je (zejména v pripadé Zemé)
stavem predpjatym, v némz pitsobi hydrostatické napéti dané Cauchyho
tenzorem ¢, a rovnici rovnovahy

V -ty + 00fo =0, (2)

kde gy je pocatecni hustota a fy tihova sila. Klasicka teorie elasticity (Hookiv
zakon) plati viak jen pro deformace z nepredpjatého stavu. ReSenim je rozepsat
napéti ve stavu S’ na predpéti dané (2) a na priristkovou ¢ast pocitanou
Hookovym zdkonem, pricemz cast prirtistkovd je mnohem mensi nez c¢ast
pocatecni. Zde je vsak treba disledné rozlisit mezi Eulerovskym a Lagrange-
ovskym popisem kontinua. Predpéti v bodé A ve stavu S’ neni totiz rovno
napéti v tomtéz bodé ve stavu S, ale napéti v takovém bodé B ve stavu S,
jenZ pusobenim deformace piejde do bodu A v S’. Uvazujme tedy elementarni
plosku d¥ a normélu n k ni v bodé B ve stavu S a plosku d¥’ s normalou n/
v bodé A ve stavu S’. Elementéarni silu ds’ v bodé A v deformovaném stavu
pak diky predchozi iivaze pocitame pomoci prvniho Piola-Kirchhoffova tenzoru
napéti T jako

ds' =d¥n - T (3)

To nas vede k dislednému uziti Lagrangeovského popisu. I kdyz ds’ je forméalné
Eulerovska veli¢ina, T je diky (3) veli¢inou Lagrangeovskou — pri zavedeni
jednotné soustavy souradné pro S'i S’ je dokonce tenzorem.

Pouziti T jako vychoziho tenzoru napéti pro dalsi vypocty je ovSem
nepraktické, budeme chtit i nadale pracovat se standardnimi elastickymi
parametry A a p a tedy i s Eulerovskyn Cauchyho tenzorem t. Jinymi slovy
chceme vyjadrit ¢ v Lagrangeovském pojeti, nalézt vztah pro priristkovy
Cauchyho tenzor napéti pomoci Piola-Kirchhoffova tenzoru.

Jak jiz bylo zminéno, zdkladni tvahou pro popis vlastnich kmita
predpjatého kontinua je rozpis potiebnych veli¢in na pocatecni a prirtistkovou



c¢ast. Dulezitym omezenim pro veskeré nasledujici tvahy je linearizace
prirtistkd. Napf. na rovnici (1) mizeme nahlizet jako

' =x+cu(z,t), (4)

kde ¢ — 0. (Takova linearizace neni trividlni, uvédomme si, 7e napiiklad
v energetickych tvahach vystupuji ¢leny druhého fadu v w.) V souladu s (4)
rozlozime it a T

T(z,t) = to(x)+eT(x,t) (5)
t(z,t) = to(z)+ct(x,t), (6)

kde jsme prirtistkové velic¢iny oznacili pruhem. Déle si uvédomime, ze

1 O,
th = = 7m . 7
kl ]axm [ ( )

Tento vztah dale linearizujeme tipravou determinantu jakobidanu j

a i
j =det <—ajk ) =1l+ceury = j_1 =1 —cupp. (8)

Dosazenim ziskdme hledany vztah (index T' znaéi transpozici)
t=T+ (Vu)' - t, — (V- u)t,. (9)

Abychom ziskali pohybovou rovnici pro u rozepiSseme analogicky k (5) i silu
f' a porovname s Taylorovym rozvojem do prvniho fadu zapsaného uzitim (4)

fi(®' t) = foy(z,t) + sg—xf; up(x,t) + e fi(x, t), (10)

kde jsme uz pridali piiriistkovou silu f, buzenou zménami potencidlu pii
kmitech. Pohybova rovnice pro w zapsana pomoci prirtstkového Piola-
Kirchhoffova tenzoru napéti pak zni
_ - 0%u
V'T-i‘Qo(U'VfO‘i‘f):QOW- (11)
Pro konecnou obecnou pohybovou rovnici zbyva jiz jen explicitné vyjadrit
fo a f. Bude nés zajimat potencidl ® generujici takovou silu. Uvazujme jej
slozeny z potencidlu gravitacniho ¢ a potencidlu buzeného rotaci Zemé 1.
V pocateénim stavu S tak mame ®q = g + 1)y, kde

dofe) =~ (2 D)@ -2) — (@ 2)) (12)

je potencidl zptsobeny rotaci pii konstantnim vektoru thlové rychlosti €2.
Ihned vidime, ze ptipadny prirtistkovy potencial ¢y by obsahoval v u veli¢iny



az druhého radu, a proto 1y = 0. Pro analyzu gravitacniho potencialu, jenz
v S splhuje Poissonovu rovnici

VZpy = 471G, (13)

je tfeba zvazit zménu hustoty pti kmitech. Radi bychom pracovali s lokalnimi
piiristky hustoty (Eulerovskymi) a zachovali tak tvar Poissonovy rovnice,
zv1asteé kviili jednoduchosti zapisu podminek pro potenciéal na rozhranich. Toho
docilime trikem, kdy deformace rozhrani nahradime zménou plosné hustoty.
Pro hustotu ¢ ve stavu S’ piSeme

o(z' 1) = o) oo(z)(1 — eV - u(x, 1)), (14)

J

kde gy je hustota v S. Nyni Taylorovsky rozvineme p(2') v bodé x uzitim (4)
o', 1) ~ o, 1) + =V oo(x) - u(e, 1) (15)

Rozlozime-li dale hustotu dle (5) na pocéatecni a piiristkovou ¢ast o(x,t) =
00(x) + €01 (x, t), dostavame

o1(x,t) ==V - (gou) a Vo, = 47Goy, (16)

kde ¢, je prirtstkovy gravitacni potencial. Tim jsme vyteSili problém
celkového tihového pocatecniho a priristkového potencialu a mizeme dosadit
do pohybové rovnice (11). Tu prepiSeme pomoci (9) na tvar pro Cauchyho
prirtstkovy tenzor napéti

82 8
:V-t—V-[(Vu)T-t0]+V(V-u)-t0, (17)

pricemz t, spliuje rovnici hydrostatické rovnovahy

Rovnice (17) je tak hledanou pohybovou rovnici popisujici vektor posunuti
u pro obecny model Zemé. Na zavér je tieba jesté splatit dluh v podobé
okrajovych podminek, které uvaddime az nyni ptrehledné pro jednotlivé typy
rozhrani (n je normélovy vektor k rozhrani).

obecnd  [p1]T =0, [Vo,-n+4rGo(u-n)] =0 (19)
(pevné-pevné)  [u]' =0, [E-n] =0 (20)
(pevné-kapalné) [u n|t =0, [F-n-n] =0 (21)
(volné) -n=0 (22)
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2.2 Maxwellovska reologie

Nejprve se budeme zabyvat jednorozmérnou variantou reologie — tedy vztahu
mezi deformaci = a napétim 0. Maxwellovska reologie je tzv. viskoelasticka,
Ize ji zndzornit jako sériové slozeny systém elastické pruziny tuhosti k£ a pistu
o viskozité 7.

Analyzujme nejprve (jako motivaci pro daleko komplikovanéjsi pripad
modelu Zemé) pravé takovy diskrétni 1-D pripad. Vztah mezi napétim
a deformaci pro pruzinu je o = kx a pro pist 0 = ni, kde tecka znaci derivaci
dle ¢asu. V pripadé sériového zapojeni je vyslednd deformace rovna souctu
elastické a viskozni ¢asti, proto nas systém popisuje rovnice

— ——— = 0. (23)

Zajima nas velikost sily (napéti) o, jez se pii dané vychylce x bude snazit uvést
systém zpét do rovnovahy v zavislosti na frekvenci vychylky. Lepsi a hlavné
jednodussi nez zkoumat pritbéh o(t) jako odezvu systému na zkracujici se puls
v z(t) je zkoumat tento ,puls“ jen z jedné strany. Uvazujme tedy okamzity
nartist v ¢ase t = 0 na konstantni hodnotu zy. Resenim (23) pro ¢ > 0 je

o+ %U =0 = o=A4e", (24)
kde 1/ = n/k je tzv. maxwellovky ¢as. Nyni dopoc¢teme konstantu A,
pokusime se tak prodlouzit feSeni az do bodu ¢ = 0 zprava. Vyuzijeme
principu kauzality: hodnota o jakozto ,vratné“ sily je disledkem hodnoty x,
a tudiz pokud je pro t < 0 hodnota x = 0 musi v této oblasti byt i o = 0.
Déle pouzijeme fyzikalni pozadavek, aby pti kone¢né velkych zménach = bylo
i 0 < oo nezavisle na rychlosti zmény. S témito zvlastnimi predpoklady mizeme
opatrné zkoumat limitu ¢ — 0~ rovnice (23). Dle definice je

— a(—dt
lim #(t) = lim 2(0) — o(—dt)
t—0— dt—0 dt

. (25)
Rovnici (23) vyndsobime dt a uzitim zminénych predpokladi po tipravé mame

lim (:co - 10(0)> — Tim 2o(0) dt. (26)

dt—0 7 dt—0 n

Prava strana (26) jde diky konec¢nosti o k nule, leva tudiz také a v limité
nekoneénych frekvenci mame A = o(0) = pxg, tedy vratnd sila je ¢isté
elasticka. Mtuzeme tedy ucinit zaver, ze ¢im nizsi je frekvence zmény deformace,
tim vice je velikost o ,ochuzena“ oproti maximélni (elastické) hodnoté. Toto
je dle zfejmé samotny princip tlumeni v pripadé maxwellovské reologie.

Je zajimavé, ze podobnéd explicitni analyza chovani pro daleko zajimavéjsi
spojité jednorozmérné systémy by byla velmi obtizna. Pokud bychom chtéli
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napf. zkoumat piiéné kmity struny prfi reologii (23) (nebo pii jakékoliv
jiné, i elastické reologii) nesméli bychom pii odvozovani rovnice zanedbat
prodlouzeni struny. Vysledna vinova rovnice by se stala silné nelinedrni a bez
dalsich aproximaci ziejmeé tézko resitelna.

Bez dalstho odvozovani zapiSeme jesté vztah pro trojrozmérnou
maxwellovskou reologii pro Cauchyho tenzor napéti (Hanyk (1999))

i Pt K(V-uw)I) =+, (27)
n
kde koeficient adiabatické nestlacitelnosti K je definovan pomoci Laméovych
parametri K = \ + % pa tPje elastickd ¢ast tenzoru spliujici

tf = AV -ul + p[Vu + (Vu)]. (28)

2.3 Matematické intermezzo

A7 dosud jsme uzivali invariantni popis fyzikalniho problému. Pro dal$i postup
bude dobré nalézt vhodnou bazi pro nasi tlohu, ve které budeme reprezentovat
skalarni a vektorové funkce.

V souladu s jednorozmérnym pripadem teSeni pri¢nych kmiti struny na
uzavieném intervalu, kdy vhodné bazové funkce predstavuji série funkci sinus
a cosinus, se pokusime naleznout néjaké vhodné bazové funkce pro nas piipad.
Zavedeme standardni sférické soutadnice

r=rsindcosp, y=rsindsing, 2z=rcosd, (29)

pii ¥ € (0,7) a ¢ € (0,27). Budeme zkoumat predevsim funkce a operatory
na sféie jednotkového poloméru, tedy r = 1, se skalarnim soucinem

(fl9) = / / £(0, 0)g" (9, ) sin 9 49 dp. (30)

Jesté zminime dilezitou vétu linedrni algebry (hvézdicka znadi hermitovské
sdruzeni):

Véta 1. Necht £ : V — V je operator a plati £.£* = £*.£. Pak existuje
base V tvorena vlastnimi vektory £ .

diky r = 1 jen jeho tihlovou ¢ast V3 tvaru

, 1L o _ .9 1 o

= —sint—+ ——=—. 31
2= Gnoon o o9 * sin? 1) Oy? (31)

Pokusime se nalézt vlastni funkce Y (9, ¢) tohoto operatoru
VoY (9, 0) = AY (9, ¢). (32)

12



Takto zadand tloha ovSem neni jednozna¢na. Funkce Y (¥,¢) jsou také
vlastnimi funkcemi operatoru .#

M= i— 33
i (3)
s vlastnimi ¢isly m € Z jako disledek nevyhnutelné 27-periodicity funkei na

jednotkové sfére. Uvédomime si totiz, ze pro kazdé v = konst. 1ze provést
rozklad

Y(0,0) = > Yy(9)e™. (34)

m=—0o0

Je velmi hezkou algebraickou tlohou dokazat pomoci dodatecnych operatori
tvaru

Ly = (% + i cot 0%) et (35)
7e vlastni ¢isla A v (32) jsou tvaru A = —[(l + 1), kde [ € Zg a diky (33) navic
plati —I < m < [. Nezavislost A na m, tedy jeho (2{+1)-nasobna degenerace, je
piimym disledkem sférické symetrie. Podotknéme jesté, ze [ se nazyva uhlové
¢islo a m azimutalni ¢islo.

Mizeme tak ufinit zévér, Ze spolefné vlastni funkce operdtori V3 a .4
tvoii kompletni bazi kvadraticky integrabilnich funkci na jednotkové sfére,
nebot oba generujici operatory jsou dokonce hermitovské. Tyto funkce Y,
se nazyvaji sférické harmonické funkce. Baze jimi tvorena bude i ortonormalni
ve smyslu skalarniho sou¢inu (30), pfi explicitnim tvaru Y;,,(?, ¢):

Yim (9, ) = (2m) 7! Pun(cos 9)e™?, (36)
kde P, jsou tzv. normované pridruzené Legendreovy polynomy
1\ (I—m)! 12 5 dm
P(x)=|[1+=)—"L 1— 222 —p 37
wlo) = |(143) (] - ememne, 6D
odvozené z tzv. Legendreovych polynomi P,

1 d

- 2nn! dzn

Py (x) [(® = 1)"]. (38)

Kazdou kvadraticky integrabilni funkci f(1J, ¢) na stéfe pak mizeme rozlozit

FW,0) =" fumYam(9, ). (39)

n=0 m=—n

V piipadé, Ze funkce uéinkuje v celém prostoru, tedy f(r,d,¢), jsou
i koeficienty f,,, funkci .

13



Pro vektorovou béazi zalozenou na sférickych funkcich vyuzijeme standardni
lokalni béze jednotkovych vektort e,, ey a e,. Libovolnou vektorovou funkci
separujeme na radidlni a tecnou cast. Bazové vektory tecné c¢asti utvorime
ze sférickych funkci v souladu s Helmholtzovou reprezentaci pole pomoci
operatoru Vg a mame celkem

Sr(z:nl) (19’ 90) = Ynmera (40)
oY, 1 0Y,
Snm(ﬁa 90) VQ nm 09 €y + sin 9 8g0 enpa ( )
1 0Y, oY,
) (9, p) = Yom = — — ey 42
Snm( 790) €er X VQ nm sind 8g0 €y 90 €y ( )

Funkce S, se nazyvaji vektorové sférické harmonické funkce, pii¢emz S !
je Cast radidlni, S! = se nazyva konsoiddlni a S° = toroidalni. Radiélni
a konsoidalni ¢ast dohromady se nazyva sferoidalni. Rozklad vektorové funkce
u(r, 9, p) je pak nasnadé:

w(r, 0, 0) =Y Y [Uun(r)SGD (0, 0)+

Vi (1) SS (9, ) + W (1) SO (9, )] - (43)

Rozlozime-li vektorové pole w na toroidalni u” a sferoidalni u® ¢ast, pak téz
plati

e.-u’ =0, V-u'=0 a e -Vxu’=0. (44)

14



3 Numericka implementace alohy

3.1 Diskretizace

Jak jiz bylo zminéno v tvodu prace, zaméfili jsme se na zkoumani specialni
tfidy modelt zemského télesa. A to sféricky symetrického, nerotujiciho
izotropniho modelu s maxwellovkou reologii. Funkce parametri modelu
00, A\, K a inverzni maxwellovsky cas & jsou vSechny pouze funkcemi argumentu
r ve sférickych soutradnicich. Naopak vektor posunuti u, prirtistkovy potencial
¢1 a Cauchyho prirtstkovy tenzor ¢ (odpustime si pruh, takze ¢ = t) jsou
obecné funkcemi v8ech soutadnic r = (1,9, ¢).

Nezbyva tedy nez za uvedenych podminek zjednodusit obecnou pohybovou
rovnici (17) s podminkou rovnovahy (18), piidat rovnici maxwellovské
reologie (27) a znovu si uvédomit, Ze potencidl ¢; spliuje Poissonovu
rovnici (16). Ziskdvame tak soustavu t¥i parcidlnich diferencidlnich rovnic
popisujicich nas problém

0*u
V-t—o0—= — 0V + V- (00u)Vey— V(ou-Vey) = 0  (45)

ot?
V- (Vo +4rGoou) = 0  (46)

tE—%@—KW~wn = & (47)

Dalsim nejblizsim cilem je transformovat tuto soustavu do baze sférickych
harmonickych funkci a najit vztah mezi jednotlivymi bazovymi koeficienty
(tim se mimo jiné zbavime i explicitni zavislosti na ,teénych“ soufadnicich
¥, ¢). Néasledujici postup je dopodrobna rozveden v Hanyk (1999) pro pfipad
postglacidlniho vyzdvihu. Rovnice tam uvedené jsou v podstaté limitou (45)—
(47) pro nulovou frekvenci, tedy 4 — 0. Jedinym rozdilem tak je absence
¢lenu setrvacnych sil Qg% v pohybové rovnici (45). S timto drobnym, byt po
fyzikalni i numerické strance klicovym rozdilem se vSak lze snadno vyporadat.

Prvnim krokem je rozklad pottebnych veli¢in do bazovych funkci v souladu
s (39) a (43). Maje na paméti sférickou symetrii tlohy, budou nas v piipadé
(piiristkového) Cauchyho tenzoru napéti ¢ zajimat predevsim jeho slozky na
sfére o poloméru r, tedy rozklad projekce e, -t = T,. Ozna¢me hornim indexem
E jeho elastickou ¢ast vystupujici v (47). Jmenovité mame

w(t,r) = Y [Unn(t,7)85) + Vam(t,7) S5, + Wan(t,7)SU)],  (48)
pi(t,r) = D Funlt,7)Yom (49)
T.(t,7) = g[Tmnm(t, 7")57(1;,11) + T (2, 7“).5’7(117)1 + Trip (2, T)Sg%](ESO)

TE( ) = SOTE (S + TE ()88 + TE, (1 1) SO
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Definujeme jesté pomocny koeficient @y, (¢, ) pomoci predchozich

OFum(t,r) n+1
_|_
or

Qum(t,7) = Fum(t,r) + 471G 0oUp (t, ) (52)

a mizeme vytvorit osmirozmérny vektor y,., (¢, 7) s elementy

Yom = (Unma Vnm; Trr,nm; Tm?,nm; an; Qnm; an; Trcp,nm)T- (53)

Usporadani je voleno tak, aby prvnich 6 prvka bylo sferoidalnich a zbylé dva
toroidalni. Nyni je tfeba nalézt jiz zminovanou soustavu parcialnich diferenci-
alnich rovnic pro vektor y,.,(t,r) uzitim (45)—(47). Vztahy mezi bazovymi
koeficienty (53) a jejich derivacemi jsou linedrni a vedou na soustavu tvaru

O*Yrm (1, 1) OYpm (1, 1) PYnm(r,t)
Toar T ST =
) | D 220 4 B (1)) (54)

kde matice koeficientti o dimenzich 8 x8 — A, S, D a E v souladu s o¢ekavanim
nezavisi na azimutalnim c¢isle m. Tvar matice S,, je zv1asté jednoduchy — jediné
nenulové prvky jsou S3; = Syo = Sg7 = 00(r). Matice A,, ma prvky

2\ NA 1
2 A Lo 0 0 0 0
—1 1 0o 4 0 0 0 0
i_;y _ 49290 —ZZ,V—J + N@fgo _ﬁ_g % _(n+rl)go % 0 0
~f 4 me  NEEEs 5 3w 0 0 0
—47Goy 0 0o o0 —nH 1 0 0
—4rGUtle g 0 0 o =X 0 0
0 0 0 0 0 0 1 L
0 0 0 0 0 o0 W2w _3

kde N =n(n+1) a n je Ghlové ¢islo, B = A+ 2u, v = p(3\+2u) /8 = 3uK/p
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a goe, = Vy. Dale je

K
29 0 0 000 o0
B
O 00 0 000 0
4
0 -1 0 000 0
3r
9
20 0 -1 000 0
D, = 3r , (56)

2K NK 1
2 Vh Lo 0 00 0
0 0 0o 1 0 00 0
;_72_49290 _%_FNQTOQO —j_g % _m oo 0 O
_ 4 | 009 2Ny A 3 2 0 0 O
E, = A 32 o r (57)
0 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 00 4
0 0 0 0 0 00 -2

Vyse uvedené hodnoty plati pro stlacitelné modely. Pro nestlac¢itelné modely
je K — oo a je tfeba provést ve vyrazech nadhrady

! — 0 A —1 — 3 (58)
) ’ ) a 22
g g

Déle si v§imnéme, Ze soustava (54) se rozpadd na dvé podsoustavy dimenzi
6 x 6 a 2 x 2 uvadéjici do souvislosti zvlast sferoidalni a zvlast toroidalni
koeficienty vektoru y,,. Dalsim dilezitym poznatkem je, Zze pokud rfesime
problém pouze v piipadé elastické reologie — tedy v pohybové rovnici (45)
piejde t — t” a rovnice (47) odpadéd — ziskdme soustavu

0" Y (1, 1) OY (1 1) O Yy (1, 1)
Ton Tol) g, () Pl 0) g, (7)Y 1)
ot or ot ot
Matice koeficienttt A, a S, jsou v (54) a (59) zcela totozné (vektor elastického

feSeni yZ  je podobny jako vektor y,,, jen bazové koeficienty Cauchyho tenzoru
nahradime elastickymi).

—0. (59)
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Dalgim krokem ke kompaktnimu maticovému zapisu soustavy (54) je
prostorova diskretizace podél radialni soutradnice r na uzavieném intervalu
(a,b). Casové zavislosti ponechdme na pozdd&ji. Pouzijeme dvé vzajemnd
posunuté miizky bodi r;, i =0...Jaz;,j=1...Jaa=ry <z <---<
zy < ry = b. M¥izka z; je umisténa v korenech CebySevovskych polynomd,
zatimco r; v jejich extrémnich hodnotach na intervalu (a, b), tedy

v = %(a—i—b)—%(b—a)cos (@) (60)
ry = ;(a—l—b)—%(b—a)cos(ir;). (61)

Vyjadiime hodnoty y (odpustime si indexy n a m) a hodnoty jeho derivaci na
mifiZce r; pomoci vazeného souctu hodnot y; na miizce z; takto

y(t,7) Zawy] (t, ;) (62)

dy(t,r;)
y Zﬁmy] (t,z;), (63)

kde a;; a f;; jsou vahové matice pocitané dle Fornberg (1996) a4 =0...J. .
V naSem piipadé vyuzivame v (62) a (63) takzvanou pseudospektralni metodu
(viz. Fornberg (1996)), kdy vahové koficienty jsou nenulové pro vSechna z;
(jedna se o limitni pfipad metody kone¢nych diferenci).

Potfebujeme tedy ziskat celkem .J vektorovych rovnic pro neznamé y;, resp.
celkem 8.J skalarnich rovnic pro jednotlivé elementy y,. Pomoci (62) a (63) se
v (54) zbavime derivaci dle r a ziskdme celkem 8.J—8 oby¢ejnych diferencidlnich
rovnic v ¢ase t na vnitinich bodech r; intervalu (a, b)

dy; (1) d*y;(t)
Z |: Bzg z zg) dt - Siaij 3 =
Jj=1
J

> (Dify + Eiay)] (1) (64)

J=1

Zde i =1...(J — 1) a prvky matic vyhodnocujeme na mfizce r;, tedy A; =
A, (r;), & = &(r;) apod. Zbylych 8 rovnic ziskdme z okrajovych podminek,
jejichz konkrétnimu tvaru a implementaci pro okrajové body a =rga b =1y,
bude vénovana néasledujici ¢ast textu.

Jelikoz nadale budeme pracovat s toroidalnimi a sferoidalnimi kmity zvIast,
ziskdvame 2 soustavy tvaru (64): 6.J — 6 sferoidalnich rovnic a 6 danych
sferoidalnimi okrajovymi podminkami a 2.J — 2 toroidalnich rovnic a 2 dané
toroidalnimi okrajovymi podminkami.
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3.2 Okrajové podminky

Toroidalni a sferoidalni ¢asti vektorovych poli popsanych rovnicemi (64) spliuji
podminky dané (44). Obecné okrajové podminky jsou popsany rovnicemi (19)—
(21). Ukolem je piepsat je do feci bazovych koeficientii tvoficich vektor y
(viz. Martinec (1984)) a vhodné zakomponovat do vlastni numerické realizace
(viz. Hanyk a kol. (2002)). Rovnéz zminime podminky na jednotlivych typech
rozhrani, nebot uvazované typy modeli Zemé jsou tvoreny koncentrickymi
slupkami o konstantnich fyzikalnich parametrech. Poznamenejme jesté, ze do
,pevného“ typu vrstvy radime kromé cisté elastického i viskoelasticky pripad.
Probereme nyni zvlast pripad toroidalnich a sferoidalnich kmit.

Kmity toroidalni. Pro takové ma vektor y slozky y = (W, T,,)". Objemové
zmény, prirtstky hustoty a tim padem i potencialu jsou nulové. Rovnéz radialni
slozka w je nulovd. Takové kmity se nesifi kapalnymi vrstvami (p=0), coz
ponékud usnadnuje vypocet.

Za pocatecni bod a = ry povazujeme tak vnéjsi rozhrani posledni kapalné
vrstvy smérem od poc¢atku soutadnice r = 0 (bez kapalnych vrstev je ry = 0).
V takovém bodé musi byt nulova tec¢nd slozka napéti 7T,,, coZ zapiSeme jako
(a dosazenim z (62))

J
My - y(t,m9) = My - Zaojyj(t, zj) =0, (65)
7=1
kde MO = (0, 1)
Pro druhy krajni bod r; = b, kde b je celkovy polomér daného modelu
(volné rozhrani) plati stejné okrajové podminky, ¢ili (zkracené jen pro y)

MJ'y(t,T]):O A M]:Mg. (66)

Tim mame vyreSen problém dvou chybéjicich rovnic — okrajové podminky
urcuji v obou krajnich bodech ry, r; po jedné rovnici.

Uvazujme nyni model slozeny z vice vrstev, pocet miizkovych bodi z;
v k-té vrstvé ozna¢me J,. Oznacme vektor y v k-té vrstvé jako y* a sadu
miizkovych bodt r; jako 7% i = 0...J,. Na vnitinich rozhranich (vzhledem
k predchozimu pouze typ pevné—pevné) pozadujeme spojitost obou slozek y.
To znamena, ze mezi y* v k-té vrstvé a y*™! v (k + 1). vrstvé brdno smérem
od pocatku plati

10
M- (g (tr5) g () = 0, M:(O 1), (67)

nebot diky definici m¥fzek je rk = r§™.
Definujme sloupcovy vektor Y (¢) slozeny z nezndmych yf v jednotlivych

vrstvach jako

T
Y(t):(y(l),...yg1 ,...,y’l‘“,...yﬁlc ...,yf,...yﬁ) , (68)
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kde K znali celkovy pocet vrstev. Pak rovnici (64) spolu s okrajovymi
podminkami (65) a (66) a podminkami na rozhrani (67) (v8emi zderivovanymi
v Case) miizeme pro K-vrstevnaty model zapsat ve tvaru

p. dy'(t) R. d3Y (t)

dt dt?

=Q-Y(t). (69)

Matice P dimenzi Zszl 2.J) X Zszl 2.J, ma nasledujici blokovou strukturu

Mo, X2, 0 ’

15, — Ao 2(J1—1)x2J1 0 ’

Moy, 2%, —May, 2% 2.5 ° (70)
o I15,; — A;a; 2 Jo—1)x2J>

; 0 M jcn, 1x2Jk

s vyznacenymi dimenzemi jednotlivych nenulovych blok. Matice I je
jednotkova matice o rozmérech 2 x 2. Indexy ¢,; probihaji hodnoty i =
L...(Jg—=1)aj=1...J; vkazdé k-té vrstvé modelu, t.j. k-tém ,blokovém*
sloupci matice P. Matici Q lze znazornit jako

0 0 0
&(Difi; + Eioj) 21— D)2y 0 0
0 0 0
, (71)
0 & (DB + Eiciyj) 2(Ta—1)x22 0
0 0 0

¢ili na mistech odpovidajicich okrajovym podminkam v P jsou nulové bloky
prislusné velikosti. Stejnou strukturu jako matice @ méa i matice R s tim
rozdilem, Ze odpovidajici nenulové bloky jsou zaplnény vyrazy S;o;.

Kmity sferoiddlni. Zde mé vektor y slozky y = (U,V, T, Tr9, F,Q)".
Narozdil od predchoziho pripadu je treba diky objemovym zménadm vzit
v potaz i prirtistkovy potencidl. Jelikoz sferoidalni kmity existuji i v kapalnych
vrstvach, budeme obecné brat jako pocateéni bod a = ry = 0, diky volbé
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miizky x; se ovSem vyhneme pii vypoctech singularité v poc¢atku. Konstrukce
matic M ;, které urcuji okrajové podminky a podminky na rozhranich je
stejna jako v pripadé toroidalnich kmit. Nakonec dospéjeme k forméalné stejné
rovnici jako (69), pficemz matice P, R a @ budou trojndsobné dimenze, ale
obdobné blokové struktury.

V pocatku soustavy souradné ro = r = 0 musi byt v pevném prostiedi
nulové slozky posunuti a radialni slozka prirtistkového potencialu, takze
ziskdvame potirebné tii rovnice

100000
My-y=0, My=]010000 (72)
000010

Pro volny pevny povrch v bodé b = r; naopak pozadujeme nulovost slozek
napéti a gradientu prirtistkového potencialu

001000
M; - y=0, M;=[000100 (73)
00000 1

Podminka na rozhrani mezi k-tou pevnou a (k+1). pevnou vrstvou je dana
pozadavkem spojitosti vSech sferoidalnich slozek, takze

I- (yk(ta Tﬁk) - yk+1(t7 T(I)CJFI)) =0, (74)

kde I je jednotkova matice o rozmérech 6 X 6.

V pripadé kapaliny neptredepisujeme v pocatku omezujici podminku pro
horizontalni slozky posunuti V', ¢ili 2. fddek My v (72) je nulovy. Stejné tak
anulujeme i 2. fadek matice M v (73) pro volny kapalny povrch, nebot piipad
kapalné vrstvy v pripadé sferoidalnich kmitd si zada zvlastniho pristupu.
Kromé ;o = 0 jsou v kapalinidch téz nulové tecné slozky napéti

T,y = 0. (75)

Vztah mezi Cauchyho priristkovym tenzorem napéti a vektorem w se tak
oproti elastickému pripadu redukuje na

t=AV.ul. (76)

Tim se 6 obycejnych diferencidlnich rovnic v r mezi jednotlivymi sferoidalnimi
slozkami vektoru y dané v elastickém pripadé soustavou (59) redukuje na 4
pro slozky U, T,., F, @ a jednu podminku tvaru (viz. Martinec (1984))

0*V (t,r)
ot?

1
@U(t, r) = ~To(t,r) + %F(t, ) + oo

— 0. (77)
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Tato rovnice je algebraicka v r, ¢len s casovou derivaci odpovida setrvacnym
silam. Diferencidlni rovnice v r pro slozku posunuti V' je splnéna identicky.
Zminéné 4 diferencidlni rovnice pro vnitini body r;, i = 1...(J — 1) kapalné
vrstvy zapiSeme v blocich analogicky k (70)

piicemz I"™) vznikne z jednotkové matice 6 x 6 vynulovanim 2. a 4. Fadku
a matice A) m4 tvar

2 N L, ) .
r r A

0 0 0 0 0 0

40090 Neogp N _ (n+1)oo 0
AL — r r r "L ()

0 0 0 0 0 0

1
—47G o 0 0 o - 1
T
1 N 1
I (e O R\ BTN 0 "
T T T

V odpovidajicich blocich matice R diky (77) musime polozit S;; = 0.
Algebraické podminky (75) a (77) tak vytvori zbyvajici rovnice, které
vyhodnotime pfimo na mfizce z;. To znamend, Ze pro kazdy vnitini bod
r; vypocteme v odpovidajicim z; obé podminky (75) a (77). Takto jich
vSak ziskdme jen (J — 1). Posledni zbyvajici opét rozdélime v okrajovych
podminkach pro kapalnou vrstvu: (77) v poslednim m¥izkovém bodé kapalné
vrstvy (pro r; v bodé z;) a (75) v pocatku (pro ry tim paddem také v bodé
z ;). Podminky na rozhrani mezi dvéma kapalnymi vrstvami mtizeme ponechat
ve tvaru (74). Podminky na rozhranich typu pevné-kapalné pak plynou
z predchoziho.

Sferoidalni rovnice spolu s okrajovymi podminkami tedy opét vedou na
tvar rovnice (69), kterou budeme povazovat za vychozi pro dalsi avahy.
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A4

4 Postup pri reseni problému

4.1 Metody reSeni problému

Nasim tikolem je ziskat frekvence vlastnich kmiti sferoidalni u® a toroidalni

¢asti ul pole vektoru posunuti wu, které spliiuji podminky (44). Je zvykem
znalit jednotlivé sferoidalni médy symbolem ,S,,, a toroidalni ,T5,,,, kde n
je thlové ¢islo zavedené diive a m azimutélni (to budeme v nasem sféricky
symetrickém pifpadé vynechévat). Cislo p se nazyva nodalni a obecné je p €
Z¢ . Explicitné v rovnicich nevystupuje, je v podstaté disledkem okrajovych
podminek (omezené velikosti Zemé) a pii konstantnim [, m si jej 1ze predstavit
jako pocet uzlovych ploch (kde u = 0). Jedna se o analogii k jednorozmérnému
pripadu pri¢nych kmitid konec¢né dlouhé struny, kde vyhovuje celd sada teseni
s p uzlovymi body (p € Zg) — zakladni méd p = 0 a vy$si harmonické médy
p > 0. Tato terminologie plati i pro pripad Zemé.

Vyjdeme z kompaktniho maticového zépisu tvaru (91) popisujiciho problém
vlastnich kmiti a pokusime se najit formulaci umoznujici feseni metodou
vlastnich ¢isel. Nasledujici postup je obecny, teprve konkrétni naplh matic
P, Q a R urcuje, zda se jedna o sferoidalni ¢i toroidalni médy.

V pripadé cisté elastického problému dostavame

P-Yi(t)— R-Yo(t) =0, (80)

kde Y (¢) = (yo(t), ..., ys(t))" a tecka znaéi derivaci dle ¢asu. Ziskavame tedy
soustavu obycejnych linedrnich homogennich diferencidlnich rovnic v case t
tfetiho (resp. druhého) Faddu s konstantnimi koeficienty. Tu lze prevést na
soustavu rovnic prvého radu stejnych vlastnosti v tom smyslu, ze kazdé reseni
prvé soustavy musi vyhovovat i druhé a naopak. Libovolné feseni soustavy
prvého fadu lze zapsat jako (viz. Rektorys a kol. (1995))

Yo(t) =Y ¥y (1), (81)

kde ¢; jsou vhodné konstanty a f’[)(i)(t) prvky béaze vSech feSeni tvorici
fundamentalni systém rovnice. Explicitni tvar Y;”(¢) v nedegenerovaném
pripadé je

Y, (1) = Y exp(7), (82)

kde f’o(i) je v ¢ase konstantni vektor. Jednotlivé prvky takového systému musi
vyhovovat (80), takze dosazenim ziskdvame problém vlastnich ¢isel ¢ tvaru

Y’R-Y,=P-Y,. (83)

Fyzikalni vyznam cisla o se vyjasni, polozime-li 79 = iwg, nebot pak bude
wp diky tvaru Feseni (82) ptimo frekvenci daného elastického médu. Problém
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vlastnich ¢isel (83) pak zni
rn o N
WwR-Yy=—PY, (84)

7Z fyzikéalnich divodi musime ocekavat, ze wy € R. Pokud plati rovnice (84),
pak musi platit i rovnice k ni komplexné sdruzena tvaru

WR Yy=—-P-Y,, (85)

nebot prvky matic P a R jsou redlné. Pak ovSem musi byt }:’0 =Y, a tedy
Y, e R.

Vychozi rovnice v pripadé maxwellovské reologie zni
PYWH-RYWD=Q Y(t) (86)

V souladu s predchozim postupem (transformace na soustavu prvého fadu je
zcela analogickd k substituéni metodé nize) dospé&jeme pii fundamentalnim
systému

Y'(t) =Y exp(v?t) (87)
k rovnici

(VYR—yP+Q)-Y =0. (88)

Na rovnici (88) lze nahliZet jako na zobecnény polynomialni vlastni problém
tretitho stupné. Souvislost 7 se skutecnou frekvenci w je opét v = iw, ale
musime si uvédomit, ze nyni w € C. Imagindrni ¢ast w pak urcuje atlum ve
smyslu

exp(vt) = exp[iRe(w)t] exp[—Im(w)t]. (89)
Faktor kvality ); pro -ty mod s frekvenci w; je pak definovan takto

0, = Re(w;)

= Tm(w) (50)

Dosadime-li jesté za v do (88), dostavame ekvivalentni vlastni problém piimo
pro w tvaru

(WR+wP+iQ) Y =0. (91)
Byly navrzeny celkem 3 metody FeSeni rovnice (91).

e Substituce. Jedina metoda, jez se snazi nalézt reseni bez dalSich aproximaci.
Zavedeme nové vektory

~ ~

V=wY, W=uwV, (92)
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dosadime do (91) a ziskdme soustavu

0 1 0 Y Y
0 0 1 1% = w| V |. (93
—i(R7'Q) —(R™'P) 0 14 124

Matice R je vSak znafné singuldrni, takZe po vyndsobeni (93) vhodnou
blokovou matici dostavame

0 1 0 Y 10 0 Y
0 0 1 \% =wlo1o0 |- |V ] (99
—iQ —-P 0 %% 0 0 R W

Tim jsme sice prevedli (91) na zobecnény vlastni problém typu M; - v =
wM, - v, ale trojnasobné dimenze a numericky nepéknych matic. Zda se, ze
v uvedené konstrukci by bylo lepsi vychazet piimo z rovnice (88), pak by
matice M byla readlna. Numerickd vyhodnost takového postupu ale nebyla
prokdzana, nebot tato metoda se kratce po naprogramovani ukazala zcela
nestabilni a nepraktickou. Proto se ji déle nebudeme zabyvat. Rozdil mezi (88)
a (91) je pak vl nasledujicim metoddm nepodstatny.

e Linearizace. Vychizime ze znalosti vlastnich ¢isel wy danych
problémem (84). Jelikoz se jednd o frekvence vlastnich kmiti elastického
modelu, plati wy € R. Predpokladame, ze frekvence vlastnich kmit
maxwellovského modelu w (diky atlumu je w € C) se ve své redlné &asti
nebudou piilis lisit od wy, ¢ili |[dw| < wp pii w = wp+dw. Provedeme linearizaci
v mocniné vici dw
w® ~ Wy + 3wg dw (95)
a dosazenim do (91) dostavame problém vlastnich ¢isel dw tvaru
(WER +wyP +iQ) - Y, = dw(—3w2R — P)- Y. (96)

Ziskavame tim celé spektrum vlastnich vektort Y7, a ,oprav® dw prislusejicich
kazdému jednotlivému wy.

e Soustava linearnich rovnic. Na rozdil od predchozi metody ziskame ke
kazdému wy pravé jednu hodnotu dw a jeden opravny vektor 5Y feSenim
soustavy linearnich komplexnich rovnic. Pro w zachovavame stejné linearizacni
predpoklady jako v pfedchozim pfipadé, tedy w = wp+ dw pii |dw| < wy. Nové
jesté definujeme ,opravny vektor® dY jako

Y =Y, +4Y, (97)
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kde Yy pislusi danému vlastnimu ¢islu wy a fesi s nim (84). Uvazujeme-li
opravny vektor 0Y dostatecné maly, pak pri normovanych vlastnich vektorech
Y, - Yo=Y -Y =1 mizZeme psat
Y, - 0Y =0. (98)
Po dosazeni do (91) a linearizaci rovnice pro w dostaneme
(BwidwR + 6wP +iQ) - Yy + (WiR +wyP +iQ) - §Y =0 (99)
a po drobné upravé

[(3w2R + P) - Yyl 0w + [WiR + woP +1iQ] - 0Y = —iQ - Yy, (100)

kterd spolecné s (98) tvoii vyse uvedeny systém linearnich rovnic tvaru A-x =
b:

((3&)3R+P) ffo)l MH Mln dw (fog)l
: : P : 0Y; . .
~ : . =1 ~ )
(BwiR+ P)-Yo)n My ... My, : (Q-Yo)n
0 T o (o) )\ o%a 0
(101)

kde M;; = (W3 R+woP +iQ);;. Jesté 1ze drobné zjednodusit (3wiR+ P)-Yy =
—2P Y, = 2,2R " Y.

4.2 Knihovna ARPACK — Arnoldiho metoda

Numerické fteSeni problému bylo realizovino v programovacim jazyce
Fortran 90. K hledani vlastnich ¢isel a vlastnich vektorii standardniho
i zobecnéného vlastniho problému bylo uzito podprogramt z matematické
knihovny IMSL. Ty uzivaji v pfipadé obecné komplexni ¢tvercové matice A
pro vlastni problém tvaru A - & = Az standardniho QR rozkladu. Nejprve je
vhodnou unitarni podobnostni transformaci V' uréena horni Hessenbergovska
matice H (sklada se z horni trojihelnikové a nenulovych prvka v j-tém sloupci
a (j+1). fadku)

A V=V -H. (102)

Nésleduje iterativni proces Q* - H - Q — H (hvézdicka zna¢i Hermitovské
sdruzeni), ve kterém je provadén tzv. QR rozklad

(H-0oI)=Q "R, (103)

kde @ je unitarni a R horni trojihelnikovd matice. Vhodna volba posunovaciho
faktoru o vyrazné ovliviuje konvergenci celého procesu ve smyslu vymizeni
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subdiagonalnich prvki matice H. Diky unitarité V a Q je timto procesem
ziskano spektrum A na zdkladé obecného Schurova teorému:

Véta 2. (Schuruv teorém): Necht A € C"*". Pak existuje unitdrni matice
Q a horni trojihelnikova matice R, Ze

A-Q=Q R, (104)
pricemz diagonalni prvky matice R jsou vlastnimi hodnotami A.

Tento rozklad je jednozna¢ny az na usporadani sloupci v R. V pripadé,
ze matice A je normalni (A*- A = A - A*), lze sestrojit v (104) takovou
podobnostni transformaci, ze R je diagonalni. Pak linearni obal sloupci
Q@ tvori nejen invariantni podprostor A, ale jednotlivé sloupce jsou rovnou
vlastnimi vektory A. Pro obecny problém vlastnich ¢isel tvaru A-x = A\M - x
je Schurova teorému uzito pro pripad tzv. QZ rozkladu, jenz je tpravou
QR rozkladu.

I kdyz vyse popsand metoda je standardni a obecné pouzitelnd, nemusi
byt v jednotlivych pripadech optiméalni. Matice, které se v nasi tloze tcastni
vypolti vykazuji zna¢nou vnitini strukturu (viz. vzorce (70) a (71)), vétSina
prvku je navic nulova. VySe popsané unitarni transformace V' a @ veskeré
strukturni informace znic¢i, zminéna fidkost matic je pak v takovém procesu
zdrojem numerickych chyb.

Jako vhodné alternativa resp. doplnék ke knihovné IMSL byla uzita
ARPACK (viz. Lehoucq a kol. (1997)). Jejim jedinym tkolem je poradit si
s rozmérnymi (i zobecnénymi) problémy vlastnich ¢isel, zvlasté Fidkymi ¢ htte
podminénymi uzitim tzv. implicitné restartované Arnoldiho metody. Umoznuje
nepocitat nardz celé spektrum, ale pouze vlastni ¢isla (a prislusné vektory)
spliujici uzivatelem zadana kriteria, zejména s nejvétsi ¢i nejmensi absolutni
velikosti nebo odchylkou od predem zadané hodnoty. Knihovny ARPACK bylo
v nasem pripadé uzito ve spolupraci s knihovnou IMSL. Vybrané prvky spektra
vypoc¢teného pomoci IMSL byly iterativné zpiresnovany pomoci knihovny
ARPACK. V pripadé podezreni na vysokou kumulaci vlastnich hodnot v okoli
néjakého bodu byly takto zjistovany i dodatecéné informace o strukture
vlastniho problému. Dodejme jesté, ze otevienost knihovny ARPACK a zvoleny
systém rozhrani pro komunikaci s uzivatelem umoznuje zna¢né ovlivnit vypocet
spektra pro dany konkrétni pripad. Nyni jen ve strucnosti zminime zasadni
myslenky vypocétu spektra Arnoldiho metodou. Podrobnéji 1ze nalézt napft.
v Lehoucq a kol. (1997).

Zakladni myslenkou je metoda projekci na Kryloviv podprostor Kj radu
k. Pro danou matici A € C"*" a néjaky vektor v; € C" je tento podprostor
tvoren linearnim obalem nasledujici mnoziny vektori

Kk: = Kk(A,’UI) = Z{vl,A : ’Ul,A2 * U, .. .,14]€_1 . ’Ul} . (105)
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To zaroven znamend, ze libovolny vektor w € K lze zapsat ve tvaru w =
q(A)vy, kde ¢ je polynom fadu mensiho nez k.

Ukolem je nalézt na Ki(A,v;) nejlepsi moZnou aproximaci vlastnich
vektori. Definujeme k tomu ucelu Ritztiv vektor x € K} a Ritzovu hodnotu 9
spliwjici podminku pro vlastni vektor/¢islo v projekci na Kj:

w - (A-x—Jzx)=0 Yw e K. (106)

Pokud vybudujeme na Kj ortonormélni bazi (tzv. Arnoldiho vektort), jejiz
prvky budou tvofit sloupce matice W), € C"**, mtizeme podminku pro Ritziv
vektor € € Kj zapsat pomoci k-rozmérného vektoru s jako x = W, - s.
Podminku (106) pak dosazenim a pomoci matice W prepiSeme na tvar

G -s—0s=0, G=W/]-A-W,. (107)

Po provedené projekci tedy zjistujeme, Ze Ritziv par (x,d) lze ziskat jako
vlastni ¢islo matice G € CF** a transformaci piislusného vlastniho vektoru na
K. Je jasné, ze Ritziv vektor se bude skutecnému vlastnimu vektoru blizit
tim vice, ¢im mensi bude ortogonalni doplnék skutec¢ného vektoru viici prostoru
K. Pro prislusnych k Ritzovych vektort je tedy tieba, aby K} byl invariannim
podprostorem matice A. To nastava v pripadé, ze polozime v; = Q.- s. Matici
Q). ziskdme Castecnym Schurovym rozkladem A. V souladu s (104) je

A Qi =Q,- Ry, (108)

kde Q) predstavuje prvnich k sloupcti matice Q a R;, € C¥** je horni trojthel-
nikova matice.

Arnoldiho metoda tedy zac¢ind budovanim ortonormélni baze wv; na
Krylovové podprostoru Kj, dimenze k generovaného zvolenym vektorem wv;.
Vektory v; tvori sloupce matice Vi, = Wj, - T}, kde T}, je unitarni transformace
prevadéjici standardnimi prostiedky matici G na horni Hessenbergovskou
matici Hy (pro start algoritmu vyhodnéjsi, podrobnéji viz. Press a kol. (1992)).
Tato faze Arnoldiho metody je v podstaté mirné modifikovanou Gramm-
Schmidtovou ortogonalizaci — prvni vektor je v; normovany na jednotku.
Vhodna volba baze Krylovova podprostoru pomoci Gramm-Schmidtova
procesu minimalizuje faktorizaci

min ||A -V, — Vi, - Hy|. (109)

Vzhledem ke konkrétnimu tvaru algoritmu (viz. Lehoucq a kol. (1997)) mizeme
symbolicky zapsat

A-Vi, =V, H, + frel, (110)

kde rezidualni vektor fy je je funkci v,. Vektor ey, je k-tym vektorem kanonické
baze CF*F ¢ili matice frel € C™F* ma vSechny sloupce nulové kromé
posledniho, k-tého. Vztah (110) se nazyva k-krokovou Arnoldiho faktorizaci.
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Pokud by nastala situace f = 0, byly by dle definice sloupce V) bazi
invariantniho podprostoru A, a tudiz Ritzova ¢isla Hj, by byla vlastnimi ¢isly
A a prislusné Ritzovy vektory piimo vlastnimi vektory A. To je cilem celého
procesu. Bude-li v; linearni kombinaci vSech k vlastnich vektoru, pak vzhledem
ke zptisobu, jakym vektor v; generuje v (105) podprostor Kj, nastane pravé
kyzena situace. Nelze predpokladat, ze hned prvni zvoleny vektor v; bude mit
pozadované vlastnosti, takze konvergence (110) bude velmi Spatné. Proto je
v knihovné ARPACK zakomponovana metoda implicitniho restartovani, jejimz
cilem je v iterativnim procesu obohacovat v; o dalsi nové slozky vlastnich
vektort, aniz by bylo nutné pocitat faktorizaci (110) znova od tiplného zac¢atku
(viz. Lehoucq a kol. (1997)).

Vidime, ze zvlasté pro pripad k& < n nabizi implicitné restartovana
Arnoldiho metoda velmi rychly zptsob nalezeni vlastnich ¢isel a vektori
pomoci redukované matice Hj dané projekénimi vlastnostmi na Kryloviv
podprostor. Navic béhem celého procesu vystupuje ptivodni matice A pouze
ve vyrazech tvaru v; - A.

Pro zrychleni konvergence se uziva standardnich metod spektralniho
posunu a inverze. Napriklad v pripadé obecného vlastniho problému tvaru
A-x = )\M - x posuneme spektrum o ¢ a mame

(A—oM) z=(\—0)M -z (111)

Je-li leva strana (111) invertovatelnd, pak ziskdvame tlohu pro vlastni ¢isla v
tvaru (vlastni vektory @ jsou stéle stejné)

1
A—o

(A—oM)"'M -z =ve, v= (112)

Timto zptsobem Ize dobie odlisit jednotlivé husté kumulované vlastni hodnoty
puvodniho problému v okoli posunu o, blize Press a kol. (1992).
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4.3 Elasticky model

V obou uvazovanych metodach reseni popsanych v kapitole 4.1, vystupuje jako
parametr ulohy vlastni frekvence wy elastického modelu. Nalezeni spektra wy se
tak stalo nevyhnutelnou soucasti procesu smétrujiciho k nalezeni jednotlivych
vlastnich frekvenci w odpovidajictho maxwellovského modelu.

Vegkeré informace pro viskoelasticky pripad jsou ulozeny v maticich P, R
a @ definovanych v kapitole 3.2. Frekvence odpovidajiciho elastického modelu,
jenz je treba resit, jsou pak dany zobecnénym vlastnim problémem tvaru

~wR-Yy =P Y, (113)

pro vlastni ¢isla v = —w? pii stejnych maticich P a R.

Konkrétni numericky postup byl realizovan jiz zminénou spolupraci
jednotlivych programi z knihoven IMSL a ARPACK: jednotlivé prvky naraz
ziskaného spektra pomoci IMSL byly kazdy zvlast iterativné zpresnovany
pomoci knihovny ARPACK. Vzhledem ke tvaru (113) rozli§ime nésledujici
dvé mozné metody.

Zobecnény vlastni problém. Knihovna IMSL nabizi feSeni zobecnénych
problémi tvaru A - x = M - x pomoci QZ algoritmu, knihovna
ARPACK uziva i zlepSujicich transformaci v pripadé Spatné podminénosti
M (viz Lehoucq a kol. (1997)). Lze tedy bez dalsich tprav vyjit rovnou
z tvaru (113). Bohuzel se ukazalo, 7e takto pfimocara volba nevede vzdy k cili.
Pro malé pocty mrizkovych bodl ¢i jednodussi méalovrstevnaté modely byl
vysledné hodnoty wy byly zévislé na poctu miizkovych boda J pro velkd J,
piipadné cely algoritmus (QZ) selhal.

Standardni vlastni problém. Ukazalo se, ze pfevedenim (113) na standardni
vlastni problém tvaru A - & = yx se lze vyhnout vSsem neduhim piredchoziho
ptipadu. Jelikoz diky (70) neni matice P singuldrni, lze provést inverzi
a transformaci na pozadovany tvar

(P1-R)- Yo=Y 7= (114)
Wo
Chovéani spektra ziskaného z (114) bylo zcela uspokojivé, fyzikalni podminka
wp € R byla vzdy dobre splnéna, kromé mizivého procenta komplexné
sdruzenych part, coz bylo nutno pric¢ist na vrub numerickym efektim.

Pro ilustraci uvedeme nékolik vypoétenych hodnot vlastnich frekvenci
vybranych média pro pripad homogenni stlacitelné koule s nasledujicimi
parametry:

Nasleduji vysledky, wy bylo prepocteno na frekvenci fy vztahem f; =

wo/(27).
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Tab. 1: Parametry jednoduchého homogenniho modelu.

polomér r = 6371 km
hustota, 0 = 5517kg-m?
modul torze n=145.19 GPa
koeficient adiabatické nestlacitelnosti K = 449.67 GPa
pocet mrizkovych bodl J =30

méd  fo [ Hz) méd  fo [ iHz)
052 380.95 ol 320.53
159 703.20 1Ty 914.50
259 1137.72 o1 1347.48
359 1558.44 3T 1764.88
0S5 850.83 ol 802.98
155 1318.63 115 1403.36
2S5 1687.83 o1 1859.61
355 2097.79 375 2292.12

V takto jednoduchych ptipadech bylo zpresnéni wy pomoci knihovny

vvvvvv

vicevrstevnatych modeli a to az v fadu procent.

31



4.4 Chovani viskoelastického modelu

V piipadé obou linearizovanych metod feSeni (jak pomoci vlastnich ¢isel, tak
soustavou linearnich rovnic) bylo kolem k zadané frekvenci wy € R dané (114)
a pripadné i vlastnimu vektoru Y, nalézt opravnou hodnotu dw € C a vektor
Y} tak, aby w = wy + 6w minimalizovala vyraz

|(WR+wP +iQ) - Y| (115)

Nahlédneme nyni na jednotlivé pripady metod feSeni. Dluzno jesté dodat,
7e 1 pres blokovou strukturu matic P, R a @Q, se uziti specializovanych
podprogrami pro blokové matice neosvédéilo (stejné jako v piipadé ¢isté
elastickych kmiti).

4.4.1 Metoda vlastnich ¢isel

Zobecnény vlastni problém. Pomoci knihovny IMSL bylo nejprve
provedeno teSeni vlastniho problému pro hodnoty dw ve tvaru

(WER+wyP +iQ) - Yy, = dw(—3w2R — P)- Y7, (116)

kde wy je vlastni frekvence elastického modelu, jak popsano v c¢asti 4.3. Ze
ziskané sady hodnot dw; byly ku zpresnujicimu itera¢nimu procesu pomoci
knihovny ARPACK vybrany takové, které spliovaly podminku linearizace
|dw| < wg. Ty bylo mozno po jeho provedeni rozclenit do nésledujicich t¥i
kategorii.

1. Hodnoty které prokazovaly divergujici tendenci hned po nékolika,
pripadné i jednom cyklu. Takové byly zjevnym, c¢isté numerickym
efektem.

2. Takové dw, které nepravidelné oscilovaly kolem néjaké hodnoty po velké
mnozstvi iteraci. Ty zpocatku vzbuzovaly jistou nadéji, avsak metodou
tlumenych iteraci bylo prokadzano, ze i ony nemaji fyzikalni vyznam.

3. A kone¢né velmi rychle konvergujici (maximalné do péti cykli), velkou
nadéji vzbuzujici dw. Jejich podstatnym nedostatkem ovSsem byla
naprosta zavislost na nefyzikalnich parametrech tlohy jako napiiklad
poc¢tu mrizkovych bodi, ¢i rozdéleni jedné modelové vrstvy na dvé
stejnych fyzikalnich vlastnosti.

Stejné jako v pripadé elastickych kmiti, ani tentokrate se metoda zobecnéného
vlastniho problému neukazala funkéni.

Standardni vlastni problém. Inverzi regularni, pravé strany rovnice (116),
byla tloha prevedena na ekvivalentni, ve tvaru

(—3wiR— P)™' - (R +wyP +iQ) - Y, = dwYy. (117)
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V souladu s ocekdavanim se vypoctené vysledky chovaly o néco Iépe.
Pfinejmensim alespon v tom smyslu, ze zavisely jen na fyzikalnich parametrech
ulohy. Itera¢ni zpresnovani knihovnou ARPACK vsak i nadale nedopadalo
nejlépe. Nabizime tedy alespon grafické zpracovani vysledkid pro nékteré
vybrané modely.

Vysvétlivky. Znazornény jsou vzdy grafy Im(dw) udévajicich
Gtlum v jednotkdch (10% - rok)™!, resp. pro vétsi piehlednost
dekadické logaritmy absolutnich hodnot. V grafu a) jsou vyneseny
hodnoty Im(éw) > 0, v grafu b) hodnoty Im(éw) < 0, to
vSe v zavislosti na frekvenci v jednotkach pHz o rozsahu f €
(0,10%). Tato zéavislost ale neni spojita: diskrétni hodnoty f
odpovidaji hodnotam f, spoctenym pro elasticky pripad. Na
grafu ¢) je znézornén vysledek vypoc¢tu pro Re(dw), udavajici
opravu v realné ¢asti frekvence. Vynesena je jiz prepoc¢tena hodnota
0f v jednotkach pHz

of = ), (118)

resp. dekadicky logaritmus jeji absolutni hodnoty. Pro rozliseni
kladné ¢i zaporné opravy je uzito symbolu kiizku (x) pro piipad
Re(dw) > 0 a kolecka (®) pro Re(dw) < 0. Na uvedenych grafech
je vyneseno celé spektrum dw pro kazdou jednu fy a zndzornéno
tetkou (-). Symboly (x,®) jsou zvyraznény pouze hodnoty, jez
spliiuji podminku linearizace, tedy takova dw, Ze |Re(dw)| < wp.
Konecné na ¢tvrtém grafu d) je vynesen dekadicky logaritmus
normy vektoru e definovaného

e=(WR+wP+iQ)- Y, (119)

kde Y7, vlastni vektor Y p¥islusny dw. Do avahy jsou zde brany
jen dw splhujici lineariza¢ni podminky. Vse opét v zavislosti na
frekvenci (pro kazdé ihlové ¢islo n tak ziskdvame dw pro jednotlivé
pSn, € ,T).

Nyni uvedeme jednotlivé reprezentativni pripady s kratkym komentarem.

e Obr. 1, str. 35. V prvé radé byl zvazovan nejjednodussi mozny piipad,
t.j. homogenni nestlacitelny model uvedeny v Tab. 1, str. 31 (mimo
K), s konstantni viskozitou n = 10*! Pa-s. Bylo zji§téno, Ze ve spektru
dw existuje vzdy jen jedna hodnota spliujici podminky linearizace. Je
zajimavé, ze tato skutecnost plati pro vSechny pocitané modely, véetné
stlacitelnych. Nejvy8si hustota bodi je v oblasti (zhruba) Re(dw) €
(%wo, 3wp). Velkym piekvapenim je v uvedeném piipadé velkd kumulace

Im(dw) v zaporné oblasti, coz neodpovida fyzikdlnimu ocekavani ze

vzorce (89). Na viné mize byt z numerického hlediska velkd hodnota

maxwellovského ¢asu ¢y = 1/& =n/pu ~ 10%s.
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e Obr. 2, str. 36. Stejny model jako v predchozim ptipadé, s podstatnym
rozdilem ve viskozité: n = 10'! Pa-s. Dramaticky skok ve viskozité ovem
neni provdzen dramatickym presunem do oblasti Im(dw) > 0, navic
pro prvnich nékolik mdédu ziejmé nejsou splnény podminky linearizace.
Dalsim experimentovanim s riznymi hodnotami viskozit se situace
nezlepsi. Lze snad jen konstatovat, ze s tadové klesajici n prestavaji
byt splnény podminky linearizace. Zaroven dochézi k chaotickému
,prelévani“ hodnot mezi kladnou a zapornou oblasti Im(dw). Chovani
nestlacitelného modelu pro rtizné hodnoty tihlového ¢isla n si zachovava
uvedené charakteristiky.

e Obr. 3, str. 37. Opét homogenni model z Tab. 1, str. 31, tentokrat ve
stlacitelném piipadé s thlovym ¢éislem n = 5, viskozitou n = 10%° Pa-s.
Celkové chovani homogennich stlacitelnych modeli vykazuje stejné znaky
jako v pripadé stlacitelnych.

e Obr. 4, str. 38. Pro tplnost uvedeme jesté ukazkovy vypocéet dw pro
pripad toroidalnich médi s thlovym cislem n = 2. Jednd se o stejny
homogenni nestlacitelny model s viskozitou n = 10'°. Celkové ovSem
musime konstatovat, ze ani experimentovani s toroidalnimi mdédy pro
dané modely neprinesla ocekavané vysledky.
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b) Im(dw) < 0

a) Im(dw) >0
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Obr. 1: Vypocet dw metodou vlastnich

nestlacitelny model uvedeny v Tab. 1, str. 31, s viskozitou 5 = 10?! Pa-s.
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b) Im(dw) < 0

a) Im(dw) >0
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nestlacitelny model uvedeny v Tab. 1, str. 31, s viskozitou 5 = 10! Pa-s.

Obr. 2: Vypofet dw metodou vlastnich ¢isel pro médy ,Ss.
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b) Im(dw) < 0

a) Im(dw) >0
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Obr. 3: Vypocet dw metodou vlastnich ¢isel pro médy ,S5. Homogenni stlacitelny

model uvedeny v Tab. 1, str. 31, s viskozitou n = 10?° Pa.s.
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a) Im(dw) >0 b) Im(dw) < 0
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Obr. 4: Vypofet dw metodou vlastnich ¢isel pro médy ,T75. Homogenni
nestlacitelny model uvedeny v Tab. 1, str. 31, s viskozitou 5 = 10'° Pa-s.
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4.4.2 Metoda soustavy linearnich rovnic

Touto metodou bylo ke kazdému jednotlivému paru vlastni ¢islo/vektor
(wo, Yy) ziskaného fefenim (114) nalezen pravé jeden par (dw,dY) feenim
soustavy linedrnich rovnic (101). Linearizovany vektor Y7 aproximujici
skute¢ny vlastni vektor Y je pak definovan jako

Y, =Y, +6Y. (120)

Pro srovnani s metodou vlastnich ¢isel nabizime grafickou podobu vypocta
pro stejné pripady. Obecné lze Tici, ze vyjma nékolika malo shodnych hodnot
nelze prokazat shodu mezi obéma metodami. Bez prihlédnuti ke konkrétnim
hodnotam se vsak obé metody chovaly stejné neptredvidatelné.

Uvedené grafy zachovavaji stejné konvence jako v ptripadé metody vlastnich
Cisel.

e Obr. 5, str. 40. Homogenni nestlacitelny model uvedeny v Tab. 1, str. 31
(mimo K), s konstantni viskozitou n = 10%' Pa-s. Odpovida Obr. 1,
str. 35.

e Obr. 6, str. 41. Stejny model jako v predchozim pripadé, s rozdilem ve
viskozité: n = 10 Pa-s. Odpovida Obr. 2, str. 36.

e Obr. 7, str. 42. Opét homogenni model z Tab. 1, str. 31, tentokrat ve
stladitelném pifpadé s Ghlovym ¢éislem n = 5, viskozitou n = 10%° Pa-s.
Odpovida Obr. 3, str. 37.

e Obr. 8, str. 43. Pripad toroidalnich mdédua s thlovym ¢islem n = 2.
Jedna se o stejny homogenni nestlac¢itelny model s viskozitou n = 10'.
Odpovida Obr. 4, str. 38.
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a) Im(dw) >0 b) Im(dw) < 0
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Obr. 5: Vypocet dw metodou soustavy linedrnich rovnic pro médy ,S>. Homogenni
nestlacitelny model uvedeny v Tab. 1, str. 31, s viskozitou n = 10?! Pa-s.
Odpovidajici Obr. 1, str. 35.
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a) Im(dw) >0 b) Im(dw) < 0
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Obr. 6: Vypocet dw metodou soustavy linedrnich rovnic pro médy ,S>. Homogenni
nestlacitelny model uvedeny v Tab. 1, str. 31, s viskozitou n = 10! Pa-s.
Odpovidajici Obr. 2, str. 36.
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a) Im(dw) >0

b) Im(dw) < 0
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Obr. 7: Vypocet dw metodou soustavy linedrnich rovnic pro médy ,S5. Homogenni
stladitelny model uvedeny v Tab. 1, str. 31, s viskozitou n = 10%° Pa-s.
Odpovidajici Obr. 3, str. 37.
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a) Im(dw) >0

b) Im(dw) < 0
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uvedeny v Tab. 2, str. 44 (J udava pocet miizkovych bodi v kazdé vrstvé).
Motivaci bylo odhadnout viskozitu astenosféry 7,4 tak, abychom ziskali itlum
alespon v Ffadu dnt. Jadro bylo uvazovano budto piimo kapalné, nebo
s uvedenym g a nenulovou viskozitou. Rychlost S vin v jadfe by mohla byt az
100m - s7! (viz. Masters & Shearer (1995)) a modul torze ¢ by tak mohl byt
aZ pe ~ 108 Pa. Odhady viskozit ¢ se pak pohybuji v rozmezi od 1072 Pa-s az
do 10! Pa-s, pficemz stifdmé odhady udavaji nc kolem 107 Pa-s az 108 Pa:s.

Tab. 2: Parametry jednoduchého viskoelastického modelu Zemé typu: litosféra—
astenosféra—plast—jadro.

r [km] o[kgm™?] u[GPa] K [GPa] n[Pas| J

3480 10926 1%, 1100 ne 20
6151 4314 145 300 1021 20
6251 3300 70 130 na 20
6371 3300 40 100 1021 20

Specidlné pro odhad fyzikdlnich parametri ne a pe vnéjsiho jadra byl
zkonstruovan dalsi model v Tab. 3, str. 44. Vnitini jadro bylo uvazovano budto
piimo elastické, ¢ s velmi vysokou viskozitou 7; (z numerickych davodii).

Tab. 3: Parametry modelu Zemé s viskoelastickym vnéjsim jadrem.

r [km] o [kgm™3] pu[GPa] K [GPa] n [Pas] J

1221 13000 160 1390 nr 20
3480 10296 J1%s: 1000 nce 20
6251 4314 145 400 102t 20
6371 3300 40 100 102t 20

Bohuzel experimentovani s obéma modely pro rizné kombinace n/, n¢ a e
neprineslo viibec zadné vysledky. A to ani metodou vlastnich ¢isel, ani metodou
soustavy linedrnich rovnic. Zrejmé diky jejich slozitosti oproti homogennim
elastickych vrstev viskoelastickymi s nizkymi ¢i extrémné vysokymi viskozitami
nevedlo k cili. Hodnoty Im(dw) a Re(dw) vykazovaly zcela neptedvidatelnou
strukturu v zavislosti na riznych parametrech. Proto neuvedeme zadné grafy
oprav sferoidalnich ¢i toroidalnich média a radéji zkusime nahlédnout do
moznych pric¢in takového netspéchu.
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4.5 SVD analyza

Velmi mocnou technikou pri nahlizeni do numerické struktury maticovych
problém je singuldrni rozklad (SVD).

Véta 3. (Singuldrni rozklad): Necht A € C™ ", pricemz m > n. Pak
existuji unitarni matice U € C™*" a'V e C"*" tak, ze

A=U-Z -V, (121)

kde X je diagonalni matice o rozmérech n x n. Cisla Xy = 0; € R{ se nazyvaji
singularnimi hodnotami matice A.

Tento rozklad existuje i v pripadé, ze pocet sloupcii n je vétsi nez pocet radki
m, pak lze Fici, ze alespon n — m singularnich hodnot je nulovych.

Definujme jesté ¢islo podminénosti matice (¢tvercové) e jako podil nejvétsi
singularni hodnoty k nejmensi. Striktné vzato je matice singularni, pokud
tento podil nelze vycislit, ¢ — co. Pro numerické tlohy ovsem staci, aby tento
podil byl velmi vysoky. Pro dvojitou presnost v jazyce Fortran (na$ pripad)
by nemélo byt (fadové) e > 10'2, viz. Press a kol. (1992).

Pivodnim tc¢elem SVD pro nasi praci mélo byt zkouméni soustavy (101)
v metodé linearnich rovnic. Kazda ¢tvercova matice A pracuje v soustavé tvaru

A-x=b (122)

jako linearni zobrazeni z vektorového prostoru x do prostoru b. SVD umoziuje
nalézt jadro a obraz takového zobrazeni. Pfi singularnim rozkladu matice A
dle (121) tvofi sloupce U piislusejici nenulovym o; ortonormalni bazi obrazu,
zatimco sloupce V prislusejici nulovym o; ortonormalni bazi jadra.

Pokud vektor b v (122) lezi v obraze matice A, pak vzdy existuje vektor
x spliujici (122). Pokud je matice A singuldrni, je FeSeni nekone¢né mnoho.
Pomoci SVD vsak lze vybrat takové reSeni, které ma nejmensi velikost ve
smyslu nejmensich ¢tverci.

Pokud vektor b nelezi v obraze, nema soustava (122) zadné feSeni. Stale
vSak lze diky SVD vybrat takovy vektor x, ktery minimalizuje vyraz

min ||A -z — b||. (123)

V obou pfipadech lze piislusny vektor x ziskat (viz. Press a kol. (1992))
pomoci vypoctu

z=(V-T) (U -b), (124)

kde matice I' je diagonalni s prvky



V pripadé, ze o; = 0, je I';; = 0. Toto plati i pro o; zanedbatelné z numerického
hlediska, podrobnéji napt. Press a kol. (1992). Vidime, Ze singularni rozklad
poskytuje velmi mocny nastroj pro zachézeni s podeziele se chovajicimi
soustavami linearnich rovnic.

Predpokladali jsme, ze podminka

Y, 0Y =0 (126)

v metodé linedrnich rovnic mize byti problematickou. Jejim vynechanim
bychom ftesili soustavu pro vice proménnych nez rovnic s matici tvaru

A= : : - : (127)
(BwiR+ P)-Yy), My ... My,

o n—1Fadcich a n sloupcich p¥i M;; = (wj R+woP+iQ);;. Pomoci singularniho
rozkladu bychom pak ziskali jednodimenzionalni komplexni prostor vSech
reseni, ze kterého bychom vybrali vhodného kandidata.

Bohuzel se ukéazalo, ze situace je mnohem horsi. Pfedné ve vSech pripadech
byla podminénost matice A nesmirné Spatnéa — bez ohledu na podminku (126).
v rozmezi nékolika radi. I v nejjednodussich pripadech homogennich modeli
se ¢islo podminénosti pohybovalo kolem e ~ 10'7. Sada singularnich hodnot
byla bohuzel vzdy z valné ¢asti tvorena pouze o; daleko za akceptovatelnou
hodnotou.

Stejné dopadla i analyza singuldrnich hodnot matic pfi vypoc¢tu metodou
vlastnich ¢isel. Vychozi matice tvaru

(-3wiR—P) ' (WR+wP +iQ) (128)

vykazovaly stabilné mimoradné Spatné numerické vlastnosti. Pritom
invertovatelna ¢ast (3wiR + P) dopadala velmi dobie s podminénostmi
maximalné kolem ¢ ~ 10* Analyza singuldrnich hodnot matic ti¢astnicich
se vypocti v elastickém pripadé tak jen potvrdila jejich bezproblémovy
pozorovany charakter.
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5 Zavér

Zjistili jsme, Ze na cesté k vypoctu frekvenci maxwellovského modelu Zemé
lezi fada prekazek, jez ziejmé znemoznuji jejich efektivni vypocet metodou
aplikovanou v Hanyk a kol. (2002) na p¥ipad postglacidlniho vyzdvihu. Mozné
problémy lze rozdélit do tii kategorii.

1. Vlastni cisla a linearizace. Hned v tvodu se nam podarilo zjistit, ze
uloha ve vlastnich ¢islech frekvenci w vede na zobecnény polynomidlni
problém tretiho fadu tvaru

(WPR+wP +iQ)-Y =0. (129)

Tento se vzpouzi jakékoliv piimé (neaproximacni) metodé reSeni. Cesta
vedouci pres linearizaci vic¢i opravé dw oproti elastickému ptipadu
vyzaduje netrividlni podminku |dw| < wy. Pfitom vSak obecné nelze
predpokladat, ze Re(dw) = 0, coz dile komplikuje situaci. I pfes snahu
se nepodarilo ukazat, ze dana linearizace je dostatecné silna, aby v ni
vymizela redlna slozka dw.

2. Komplexnost vstupnich matic. Pro obé aproximativni metody — metoda
vlastnich c¢isel a metoda soustavy linearnich rovnic — vstupuji do
podprogrami nevyhnutelné komplexni matice. Viz. rovnice (96) a (101),
nebot vsechny prvky matic P, R a Q jsou reilné. Toto je podstatny
rozdil nejen oproti ¢isté elastickym kmittim (113), kde vystupuji matice
P R, ale i problému postglacidlniho vyzdvihu s maticemi P,Q,
viz. Hanyk a kol. (2002). V obou uvedenych pfipadech se 1ze komplexnosti
vstupnich matic vyhnout. Kazdy prvek z € C ve tvaru z = a + b kde
a,b € R lze pievést na matici z R? standardnim izomorfismem

a+ib — (a _b>. (130)
b a

Tato skutecnost rozhodné nemé blahodarny vliv na priibéh vypoctu.

3. Numerické vlastnosti matic. ~Analyza vstupnich matic singularnim
rozkladem ukézala na jejich extrémné Spatné numerické vlastnosti —a to
v obou uvazovanych metodach. Vystopovani konkrétni pfic¢iny je znacné
spekulativni. V kazdém pripadé vysledky analyzy ukazuji, ze spoc¢tenym
vysledkim nelze priklddat fyzikalni vyznam. Tim ovSem neni vyloucena
mozna shoda obou tak rozdilnych metod na nékolika malo hodnotach.
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