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PUsobici sily a napéti

Vyjdeme z pohybovych zakond,
které postulovali Newton a Euler,
a pouzijeme je k odvozeni vztah(
pro sily uvnitf spojitého prostredi.

t(ﬁ):ﬁ't
t t

vektor napéti Cauchyho
(trakce) tenzor napéti

Problém: Jak definovat
tenzor napéti
v referenéni konfiguraci?

— Prvni a druhy
Piola-Kirchhoffav tenzor
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1. Jestlize na téleso neplsobi Zadné vnéjsi sily nebo vyslednice sil je nulova, LA o
pak téleso setrvava v klidu nebo v rovhomérném pfimocarém pohybu. AXIOMATA
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2. Jestlize na téleso pusobi sila, pak se téleso pohybuje se zrychlenim, o :
které je pfimo umérné pusobici sile a nepfimo umérné hmotnosti télesa. Cos o e i fo i o e e e e mqum»;:,r;;;
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3. Proti kazdé akci vzdy pusobi stejna reakce; jinak fe¢eno:
vzajemna pusobeni dvou téles jsou vzdy stejné velka a mifi na opaéné strany.

Onndnar lowtass reSiane
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Eulerovy pohybové zakony (impulsoveé véty, ~1740)

1. Vinercialni soustavé je Casova zména hybnosti libovolné €asti télesa rovna celkové sile, pusobici na tuto ¢ast.

dp = . . o
L = F(B) nebo jinak %/pﬁdv = gda"'/fd’v <+— povrchové (kontaktni) sily

dt <— objemové sily

2. V inercialni soustavé je Casova zména momentu hybnosti libovolné Casti télesa
rovna celkovému momentu sil, pusobici na tuto ¢ast.
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Sily a napeti 2

Cauchyho (Euler-Cauchyho) napétovy princip

UvaZzujme libovolny (realny nebo imaginarni) povrch,
ktery rozdéluje téleso na dveé €asti. Vzajemné pusobeni
téchto Casti je ekvivalentni soustavé sil a jejich momentu,
pusobicich na uvazované plose.

— e
Ag = (%) Aa F1
stfedni hodnota
stfedni hodnota napéti momentu sily
A - . Am
lim — =:t(x) lim — =0
Aa—0 Aa s Aa—0 Aa

Cauchyho vektor napéti
neboli
Cauchyho trakéni vektor

Cauchyho postulat

Napétovy vektor t(ﬁ) je stejny pro vSechny mozné povrchy prochazejici bodem P, které maiji stejnou normalu 72 ,
tj. charakterizované stejnou te¢nou rovinou v bodé P. Napétovy vektor je tedy dan pouze normalou v daném bodé a
neni ovlivnén kfivosti povrchu.

Cauchyho fundamentalni lemma (Cauchyho reciproCni teorém)

—

t(—m) = —l(#n)

<«— analogie tfetiho Newtonova zakona
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Stav napjatosti télesa v daném Case muize byt tedy charakterizovan polem husoty plosné (kontaktni) sily t(ﬁ,
*

1)

T
Na prvni pohled je tedy napéti v daném bodé urCeno nekonecné mnoha hodnotami normala T &as

vektoru t(fi), nebot danym bodem Ize prolozit nekone&né& mnoho ruznych rovin.

polohovy vektor

Cauchyho fundamentalni veta (Cauchyho napétovy teorém)
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K urCeni t(n) pro libovolné 70 v daném bodé staci znat napétovy vektor na tfrech navzajem kolmych rovinach

prochazejicich timto bodem. Existuje tedy tenzor 2. fadu nezavisly na n a takovy ze t(ﬁ) je linearni funkci n

— 5 5 Tenzor t se ozna&uje jako Cauchyho tenzor napéti
t(ﬁ) =n-t= tijniej R — A
(Chauchy stress tensor). L3 _t(e_i yQdag

Odvozeni Cauchyho fundamentalni véty

—t(a)Aay

Zakon zachovani hybnosti pro Cauchyho ¢tyfstén:
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Pouzijeme vétu o stfedni hodnoté
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Interpretace slozek Cauchyho tenzoru napéti

1. Normalové napéti (normal stress)

normalova slozka napéti
— —

th,=n-t-n

normalovy vektor napéti

th= (-t -A)d

tn >0

tenze

tn <O

komprese
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Sily a napeti
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Slozky tenzoru napéti




Interpretace slozek Cauchyho tenzoru napéti - pokragovani | Sily anapeti | |5

2. Smykové napéti (shear stress)

— =

tr =ty —th=n-t—(A-t -7)7

"t
Cviceni 1: Volny povrch

NepUsobi-li na povrch télesa vnéjsi sila,
pak v kazdém bodé hranice musi platit
podminka volného povrchu (free surface):

by =7-t=0 / .

Podminka volného prokluzu (free slip)

th=n-t—(A-t-7)7A=0

Cviceni 2:
Urcete vektor napéti, plisobici v bodé P=(0.5, 0.5,1.5) na plochu
2 2
z=zxz +y +1.

Tenzor napéti v tomto bodé nabyva hodnot

3 3 -3
t= 3 -9 -6
-3 -6 -9

Zjistéte, zda je v daném bodé uvazovana plocha v kompresi
nebo extenzi.

Reseni:

A
y tyy = tye = 0

Hrani¢ni podminky tee =0
v kartézské vypocetni oblasti ¢ 0
s volnym povrchem Ty —
"X

S(x,y,2)=a"+y°—2+1=0
VS  2xze; +2yé, — e,
VS| 4x? + 42 + 1

37 37 3

: (@) =Tt =
- > 3 3 -3
- = (LB, B )| 3 -9 —6
—3 —6 -9

F(ﬁ) — (\/57070)7 ln = -Eﬁ) =1

t, > (0 —» extenze



Transformace soufadné soustavy:

t'=Q-t-Q7 | slozkové: tij = QimQjntmn

Diagonalizace tenzoru napéti:
t-p=Ap
det(t — A\I) =0

Vlastni €isla Cauchyova tenzoru napéti jsou realna,

nebot' se jedna o symetricky tenzor (dokazeme pozdéji).

Invarianty tenzoru napéti:

tin ti2 tis
t=|1t21 o2 {23
\ t31 t32 33

\/'
PN

v

Charakteristicka rovnice: det(t — AI) = —X\3 4+ t7\2 —t77 A+t =0

tr =111 +tog +t33 =trt

trr == tiitas + tiitss + taotss — thy — 35 — t3g = & [(tr t)2 — tr (t?)]

trrr .= dett

Rozklad tenzoru napéti na izotropni Cast a deviator:

Tlak: | p=—zZtrt =—1tk

—p 0 0 tin+p t12 t13
t=—pI+ (t+plI) = 0O —p 0 |+ to1 t22+p to3
_.D 0O 0 -p t31 ts2 t3z+p
= N -~ P “ —— /
izotropni ¢ast deviator
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0 0 thy

/ tha 0 0
Y t’—<0 thy O

Invarianty deviatoru:
Dr=20
Dir=iD:D
DIII = %(D D) :D

|



Cauchyho tenzor napéti popisuje napétovy stav deformovaného télesa,
tji. napéti v okamzité konfiguraci.

Problém:

Jak definovat miru napéti v referencni konfiguraci?
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Cauchyho tenzor napéti charakterizuje povrchovou silu pusobici na deformovany element plochy:
dg = t(myda = (7 - t)da = da - t

Lagrangeovsky Cauchyho tenzor napéti = Cauchyho tenzor vyjadfeny v soufadnicich X:

% L -/ v Zamerné zde pouzivame malé pismeno, nebot s velkym pismenem
t(X7 t) =1t <:U(X, t)? t) budeme pozdéji psat jinak zavedeny lagrangeovsky tenzor napéti.

Jak bude ukazano pozdéji, Cauchyho tenzor napéti umoznuje snadno vyjadfit zakladni pohybové rovnice

v deformovaném stavu. V fadé aplikaci vSak potfebujeme tyto vztahy a obecné miru napéti vyjadrit

v referencni konfiguraci. Za timto u€elem se zavadi prvni a druhy Piola-Kirchhofftiv tenzor napéti a pripadné
se pouzivaji i jiné miry napéti (Biotlv tenzor apod.).

Prvni Piola-Kirchhoffllv tenzor napéti T

dj=da -t =:dA - TW

Prvni Piola-Kirchhoffliv tenzor napéti vyjadfuje silu pasobici na deformovanou plochu da vbodé T

pomoci referenéniho elementu plochy d A vbodé X.

Relaci mezi Cauchyovym tenzorem a prvnim P-K tenzorem ziskdme pomoci vztahu da = JF-T. d/f,
ktery jsme odvodili v Casti Geometrie deformace:

dj=di-t=JFT.dA-t=dA-TVH T = JF .t resp. t=J"'F.TW

Slozkoveé: T% = J XK ktk, th= J_lxk,KT%



Druhy Piola-Kirchhofftiv tenzor napéti T() Sily a napéti 8

V analogii ke vztahu dX =F!.dz (Geometrie deformace, str. 8) zavedme
dG =F~' - dg |

N . o L . — - 2) Srovnej s_F:-K1:
Druhy Piola-Kirchhoffiiv tenzor pak definujeme jako | dG =: dA - T dg =: dA - TW

Vztah P-K2 a P-K1:
dA-T® =dG =F'.dG=F"1. (dA - T<1>) ~ T® 7O T

Vztah P-K2 a Cauchyho tenzoru napéti:

T =W . p T jp-l.t.F T, t=J1F.T®.FT T = JF~1 . ¢
Slozkove:  TW) = JXkpXrite, th=J T
; KL = JAKEALIKkL, Tkl = Lk, KTLLL KL,

P-K2 a P-K1 v pripadé malych deformaci

TW = 1+ trH)t — HT - t + O(|H|?)
T? =1+ trtH)t —H” -t —t - H+ O(|H|?)

Geometrie deformace str. 23:
J=detF =1+tr H+ O(H?
F'=1-HT+0O(H]?

V ptipadé malych deformaci a sou¢asné i malych napéti Ize zanedbat také ¢leny Fadu |H].|t|.
Potom

TO ~ T® ~ ¢



