Pseudospektralni metody

Obecné:
e zaloZeny na rozvoji do bazovych funkci s globalnim nosicem
e feSeni u(x) diferencialni rovnice aproximuje sumou

N
v(z) = Z = app(x),
k=0
kde ¢, () jsou napt. CebySevovy polynomy nebo trigonometrické funkce
e tyto funkce pak mdzZeme derivovat presné
o otazka: z jaké tridy funkci vybirat ¢, (z) a jak urcit koeficienty expanze a,.

Pozadavky:
e 1. v(x) musi rychle konvergovat k «(x), aspon pro ,rozumné" funkce
e 2.z koeficientl a;, musime lehce dostat k b,.:

\ v
d . . : .
dx (§ :""k‘f)k(-'ff)) = E brdr()

e 3. musi existovat rychly algoritmus na prepocet mezi koeficienty a;, £k =0,...,N, a
hodnotami v(z;) v néjakém uzlu sité z;, i =0,.... N

Periodicky problém
e rozvoj do trigonometrickych funkci splfiuje vSechny tfi poZzadavky; prvni dva
automaticky a treti diky FFT algoritmu

Neperiodicky problém
e rozvoj do trigonometrickych funkci selhava pro pozadavek 1. Chyba vznikne

umélym vynucenim periodicity
N

e oriznuty Tailorlv rozvoj v(z) = Z = a;,z" vyzaduje velkou hladkost, jinak zase
k=0
neni bod 1 splnén
e v pripadé nespojitosti se objevi Gibbs(v jev
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Jako nejvhodnéjsi funkce se ukazuji ortogonalni polynomy Jakobiho typu
(CebysSevovy a Legenderovy)

e konecny rozvoj do Legenderovych polynom{ je optimalni pro L normu,
aproximace v maximové norme je optimalni v CebySevovych polynomech
e interpolace v Cebysevovych uzlech (kofenech nebo extrémech), dava pro
libovolnou funkci interpolacni polynom blizky optimalnimu v maximové normé
1f =PI < (1+AS)||f — Pl kde A je Lebesgueova konstanta
(pF. AS = O(In N); A = O(V/N); A = O (ﬁ))
e pozadavek 1. je tedy pro Jakobiho polynomy spinén, 2. bod také, protoze existuje
rekurentni algoritmus na vypocet derivace, ktery navic neni zavisly na z.
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e Pokud navic zvolime z; = — cos (%), miZzeme na pfechod mezi koeficienty rozvoje
a;. @ funkénimi hodnotami v(z;) pouZzit kosinovou transformaci FCT
e poutziti CebySevovych polynom@ se jevi jako univerzalni pro neperiodické
problémy
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Kardinalni funkce a diferencni matice
1
v(z) = Z V() pm(x — ) ‘
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e derivace funkce v bodé = = z;:

e zapsano maticovou formou: -
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PS metody jako konecné diference (FD)

Periodické i neperiodické PS metody mohou byt brany jako velmi presna limita FD

metod
e polynomialni aproximace funkce v bodé pomoci Lagrengeova interpol. polynomu
N

py(z) = Z f(xp) Fr(z)

N N
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RozloZeni vah pro centralni diference a pro
jednostrannou derivaci.

Vahy konecnych diferenci s ekvidistantné
rozlozenymi uzly pro zvysujici se rad presnosti u
hranic vyznamné rostou a tim se zvySuje chyba.

Nejjednodussi cesta, jak se téch chyb zbavit, je
koncentrovat uzly k hranicim intervald. VSechny
ortogonalni polynomy (CebySev, Legendre)
charakterizuje, Ze pro rostouci N se vzdalenost
mezi uzly u hranice chova jako (O(1/N?)).

Figure 3.2-2. Magnitude of weights for one-sided approximations to the first
derivative on an equi-spaced grid (cf. Table 3.1-2).



e Interpolacni polynom dava pékné chovani i mezi uzly, pouze pokud se tak chova i
polynom Fj.(x)
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Figure 3.3-3, The functions X}V_,| F, (x)| (solid curves) and _, F, (x)=1 (dashed
stra}ght lines) in the case o_fN= 10 (cf. Figure 3.3-2 showing the individual func-
tions Fy (x)). (a) Equi-distributed nodes. {b) Chebyshev-distributed nodes.

Jednotlivé ¢leny Lagrengeova interpolacniho
polynomu vyznamné neosciluji na siti
s CebySevovsky rozlozenymi uzly.

Lebesguova konstanta je v Obr. 3.3-3 primo

videt:
N
Ay = max E | Fy ()]
re[—1,1]
k=0
Figure 3.3-2. Basis functions F,(x) in Lagrange’s interpolation formula for two
different node distributions in the case of N = 10. () Equi-distributed no_c‘cs: X =
~142i/N, i=0,1, ..., N. (b) Chebyshev-distributed nodes: x; = —cos(wi/N), i =
0,1, e V.
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Interpolacni chyba je obzvlast’ mala, pokud pouzijeme ¢ebysSevovskou sit'.
Chyba interpolacniho polynomu Ry (z) = f(x) — pn(x) splhuje:
. N
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Soucin je jedina ¢ast, kterou mlzeme kontrolovat pfimo rozloZenim uzl{ ;. Na

intervalu [—1, 1] je soucin nejmensi pravé pro CebySevovy polynomy.

Ry () =

7=0



Ekvivalence PS metod a limity FD metod

o Predpokiadejme, Ze data nemiizou byt rozsifena pfes hranici.

e Rad presnosti interpolace zavisi na poctu sitovych bodd.

e Pro dana data a rozloZeni uzld je interpolacni polynom jedinecny.

e Protoze oba pristupy davaji stejné vysledky pro int. polynom, budou i vysledky
stejné.

PS:

e Datadanav N + 1 bodech na intervalu [—1. 1] v nulach nebo extrémech né&jakého
ortogonalniho polynomu.

e Rozvojem do téchto polynomd se PS metoda postara o presné odvozeni
interpolacniho polynomu prochazejiciho skrz data.

FD:
e K aproximaci derivaci v sitovych bodech se musi pocitat vahy pro kazdy bod
zvlast’

Interpolace polynomy vyssich fadl ma Spatnou povést, protoze do nich vstupuje
velka chyba dana oscilacemi u hranice, které ovSsem nevzniknou pouzitim sité
s ¢ebySevovsky rozlozenymi uzly.



