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Viskoelastický model rychlostního typu s čistě kvadratickou
disipací

div v = 0,

ρv̇ = divT,

T = −pI+ 2µ2D+ EBd ,
O
B = −2E

µ1
Bkp(t)B

d
kp(t)

.
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Rozepíšeme podrobněji

(∇xv) : I = 0,

ρ
∂v
∂t

+ ρv · ∇xv = ∇x · T,

T = −pI+ µ2

(
(∇xv) + (∇xv)T

)
+E

(
B− 1

3
(trB) I

)
,

∂B
∂t

+ v · ∇xB− (∇xv)B− B(∇xv)T = −2E
µ1
B
(
B− 1

3
(trB)I

)
.

jsou rovnice v Eulerovské oblasti Ωx
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Máme zobrazení

ϕ̂ : χ ∈ Ωχ → x ∈ Ωx , dále budeme mít x = χ+ u(χ)

zobrazující z ALE oblasti Ωχ, kde žije pevná síť.
Deformační gradient a jeho determinant

F̂ =
∂ϕ̂

∂χ
, Ĵ = det F̂.

Cílem je mít rovnice v neznámé χ, tj. i derivace. Dle přednášky
Ondry Součka transformujeme gradient rychlosti

∇xv = (∇χv)F̂−1.

Dále standardně transformujeme bilanci hybnosti a konvektivní
člen v transportní rovnici pro B pomocí vztahu

∂α

∂t
+ v · ∇xα =

∂α

∂t
+ F̂−1

(
v − ∂u

∂t

)
· ∇χα.
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Rovnice v Ωχ

(
(∇χv)F̂−1

)
: I = 0 ,

Ĵρ
∂v
∂t

+ Ĵρ(∇χv)
(
F̂−1

(
v − ∂u

∂t

))
= ∇χ ·

(
ĴT̂F̂−T

)
,

T̂ = −pI+ µ2((∇χv)F̂−1 + F̂−T(∇χv)T) + EBd ,

∂B
∂t

+

(
F̂−1

(
v − ∂u

∂t

))
∇χB− (∇χv)F̂−1B− BF̂−T(∇χv)T = −2E

µ1
BBd ,

kde
F̂ = I+∇χu

a u splňuje uvnitř oblasti Ωχ

−∇χ · ∇χu = 0.

Na hranici vyžadujeme, aby byly body materiálové, tedy

∂u
∂t

= v.
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Převod do válcové symetrie

Uvažujeme válcovou symetrii se souřadnicemi (r , ϕ, z) žijící v Ωχ!
Veličiny nezávisí na úhlu ϕ, navíc neumožňujeme rotační změny,
tedy neznámé jsou ve tvaru

p = p(r , z), u = (ur , 0, uz)(r , z), v = (vr , 0, vz)(r , z),

B =

Brr , 0,Brz0,Bϕϕ, 0
Brz , 0,Bzz

 (r , z).

h

R

z

r

Σ

γ1

γ2

γ3

γ4Výpočet provádíme je na řezu válce Σ
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Nyní užitím úhlové nezávislosti převedeme slabou formulaci
v oblasti válce Ωχ do oblasti řezu válce Σ. K tomu použijeme
válcové souřadnice, jejich« Jakobián je roven r

0 =

∫
Ω

tr
(

(∇χv)F̂−1
)
q1 dx =

∫ h
0

∫ R
0

∫ 2π

0
r tr
(

(∇χv)F̂−1
)

(r , z)q1 dϕdr dz =

=

∫ h
0

∫ R
0
r tr
(

(∇χv)F̂−1
)

(r , z)
(∫ 2π

0
q1 dϕ

)
dr dz =

=

∫
Σ

r tr
(

(∇χv)F̂−1
)
q̂1 dr dz .

Tímto jsme zadefinovali novou testovací funkci

q̂1(r , z) =

∫ 2π

0
q1(r , ϕ, z)dϕ.
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Úplně stejně postupujeme u dalších rovnic (např. bilance hybnosti)∫
Σ
r
(
Ĵρ
∂v
∂t

+ Ĵρ(∇χv)
(
F̂−1

(
v − ∂u

∂t

)))
· ŵ dr dz =

−
∫

Σ
r
(
ĴT̂F̂−T

)
: ∇χŵ dr dz

Nyní ve slabé formulaci dosadíme za gradienty vektorů ve
válcových souřadnicích

∇χv =


∂vr
∂r

, 0,
∂vr
∂z

0,
vr
r
, 0

∂vz
∂r

, 0,
∂vz
∂z

 , ∇χu =


∂ur
∂r

, 0,
∂ur
∂z

0,
ur
r
, 0

∂uz
∂r

, 0,
∂uz
∂z

 ,

a vypočítáme, čemu je rovno F̂, jeho determinant J a inverze F̂−1.
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Problém na ose r = 0

Na ose válce r = 0 máme okrajové podmínky vr = 0 a
∂vz
∂r

= 0,

přesto je pro r = 0 problém ve členu (jinde lze vypočítat limitu)

(
r
(
ĴT̂F̂−T

)
: ∇χŵ

)
=

zq složek [2,2]︷ ︸︸ ︷
r
wr
r
T̂22 ĴF̂−1

22︸ ︷︷ ︸
OK

+ . . . ,

konkrétně v části, kde je gradient rychlosti

T̂22 = −p + µ2((∇χv)F̂−1 + F̂−T(∇χv)T)[2, 2]︸ ︷︷ ︸
F̂−1

22

vr
r

+EBd22.

Řešení (Ondra Souček): Pro r = 0 přečteme z bilance hmoty:(
(∇χv)F̂−1

)
[22] = −

(
(∇χv)F̂−1

)
[11]−

(
(∇χv)F̂−1

)
[33].

Karel Tůma ALE formulace TD kompatibilního modelu ve válci 9/10



Benchmark, srovnání s čistou pružností

Cílem je srovnat výsledek ustáleného problému s čistou pružností,
kde je snadné vypočítat stacionární problém v Lagrangeovské
formulaci v Comsolu.
Data jsou následující: Válec má výšku 1 m, poloměr 1 m, hustotu
1000 kg/m3, modul pružnosti 500 Pa. Nahoře v oblasti
0 ≤ r ≤ 0,5 m působíme konstantní silou 200 N.

εS εD1

εD2

E µ1

µ2

Pro ALE problém volíme E = 500
Pa, µ1 =∞ Pa s a µ2 = 10
Pa s a tím redukujeme problém
na nelineární Kelvin-Voigt.
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