Termodynamicky kompatibilni viskoelastické

modely rychlostniho typu

Karel Tima

»Jednooci slepym*

14. kvétna 2012

podpora GAUK-152010, GACR 201/09/0917

Karel Tima TD kompatibilni viskoelastické modely rychlostniho typu



Viskoelastické tekutiny

@ Potrebujeme viskoelastické modely rychlostniho typu pro
zachyceni testu napétové relaxace a creep testu.

@ Studujeme materidly, které se Castecné chovaji ¢dstecné
elasticky a cdsteCné vazce.

Experiment s asfaltem

o Cisty asfalt
@ A. Narayan, J.M. Krishnan, IIT Madras

@ Vyska 1 mm, polomér 4 mm, Ghlova
rychlost w = Hywyg
o MEéfFi se potfebny moment sily.
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Mame data pro teplotu 8 = 35°C a pro tfi rizné Ghlové rychlosti
wo: 0,125 rad.s~1, 0,25 rad.s ! a 0,5 rad.s~ L.
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Viskoelastické modely z mechanickych analogii
Maxwelliv model B

€s D

Celkova deformace ey = s + ¢p
Napéti je shodné v obou prvcich a rovno oy
Z definice vztah( pro tlumi¢ a pruzinu
EM =Es+Ep
1. n 1
=Z0M+ —0m
E H1
Jak rozsifit do vice dimenzi? Jednoduchy pokus, volme za ¢ = D,
misto napéti ¢ast tenzoru napéti

T=—-pl+S
1. 1

2D =_-$+—
ES+ 1S
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Bohuel S neni objektivni derivace.
At je tenzor A objektivni, tj.

= QAQT, pii trafo soufadnic x* = Q(t)(x — xg) + ¢(t).
A
Pak derivace th je objektivni, kdyz

OA*
ot

SA
=Q—-Q".

ot
Priklad objektivni derivace (Gordon-Schowalter)

<5A) 8/:+( -V)A — (WA — AW) + a(DA + AD) ac[-1,1]

ot 0
a ‘ 1 -1 0
Dolni konvektivni  Horni konvektivni  Korotacni
(Oldroyd-A) (Oldroyd-B) (Jaumann)
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Horni konvektivni Oldroydova derivace

A _A_LA_ALT —A
5t

Pak tedy vypada Maxwelliv model takto
T=-pl+S

1 1v
—S+ =S =2D.
P E
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Oldroydiv model

H2

E 1

€s €Dy

Vice tekutinovy model
Jiz vime
. 1. 1
EM = £FO0M + —O0M,
E K1

navic plati epy = ep, =1 €,0 = oy + op,. Tedy

1'—1—1 L, —I—l +é

—_ _— = —0 —0 =

A A
n2 .. K2 . . H2 .. M2\ .
= — _ = — 1 _ £
E€D2+M1€D2+EM EE+< +N1>
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Prenasobime pi1

a+“—Eld: “1:25+(M1+u2)s‘

v
»Prevedeme do 3D" s pouzitim Oldroydovy derivace A

T=-pl+S

v v
S+ 5= (m+pm)p+ 2D

prepiseme do tvaru podobného Stokesovému vztahu
S=uwD+ EA
a dosadime

T = —pl+ 2D+ EA
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Pokusime-li se pouzit (linedrni) Oldroyd-B model (tfi parametry)
pro nafitovani tohoto experimentu, dostaneme
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Prehled viskoelastickych modell (které zndm)

Maxwelltv model

T=-pl+A

1 1v

—A+— A=2D.

p + E A

Oldroyd-B model
T=—pl+puD+ EA
P Y 2
A+—=A=——D.
E A E

Johnson-Segalman model
T=—pl+ D+ EA

2
A+’“‘1<5A> = Mp ae[-1,1]
T E
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Giesekliv model

T = —pl+ D+ EA

v 2
A+%A+aA2:ﬂD.

Phan-Thien-Tanner model

T =—pl+ 2D+ EA

v 2
A+ 2 A+a(tr M)A = 2D,

Phan-Thien exponencidlni model
T=—pl+puD+ EA

M1 Y _
= A +exp(a(trA))A=—D.
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Burgersiiv model
T=—-pl+pD+A
v vV
A+X1 A+X A = u1D.

TD kompatibilni model (2000)

T =—pl+ uoD + EB?

v 2E 3

= B- ———1].

53 (5 o)

TD kompatibilni model (2012)

T = —pl + poD + EB¢
2E
H1

- BBY.

W<
||
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Fitovani experimentu pomoci TD kompatibilniho modelu (2000)

(tfi parametry)
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Fitovani experimentu pomoci TD kompatibilniho modelu (2012)
(tfi parametry)
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Termodynamicky kompatibilni viskoelasticky model

(Rajagopal, Srinivasa 2000)

Model musi ihned od zacdatku spliiovat i druhy zakon
termodynamiky.
Odvozeni zalozeno na dvou pojmech:

@ princip maximalizace rychlosti produkce entropie

@ prirozena konfigurace

Karel Tima TD kompatibilni viskoelastické modely rychlostniho typu ~ 15/53



Princip rychlosti produkce entropie, nestlacitelna

Newtonska tekutina

Entropie n termodynamicka veli¢ina, funkci stavovych velic¢in —
vnitfni energie e, hustoty p...V jistém smyslu rostouci. Plati

0 Oe
ai > 0, oznac¢me teplotu 6 := —.

de on

Bilance hmoty
divv=0,(p=0)

Bilance pro vnitfni energii
pe=T-D —divq

Invertujeme a vime e = e(n, p)

i de . Oe . .
Pe=Pg, + P pon
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Srovndme
pn+divg=T-D

a dostavame bilanci entropie
. . (4 1 q-Vo
div(5) =5 (T-D- 3=
pn + div 7 7 (: 7 :)
———

tok entropie

produkce:ntropie 13
Druhy zakon termodynamiky je ekvivalentni & > 0. Dale uvaZujeme

konstantni teplotu 6 =konst., pak £ =T - D.

Namisto volby konstitutivniho vztahu pro cely tenzor napéti T,
volime konstitutivni vztah jen pro rychlost produkce entropie &.
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Pro Newtonskou tekutinu volime
z 2
§ =2u|D|

Mnoho moznosti, jak zvolit £ = &,
pouZzijeme princip maximalizace rychlosti produkce entropie:

Maximalizujeme f pres vSechny D, aby bylo splnéno £ =T - D,
navic pozadujeme nestlacitelnost divv = trD = 0.

Pouzijeme Lagrangeovy multiplikatory a definujeme Lagrangeovu
funkci 5 y
L(D)=&4+ M(E—T-D)+ X trD.

oL 1+ )\ O€ Ao
Sl 9 122
oD = "N, 0D M

0
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Dosadime za derivaci 9¢/0D

1+ XM\ Ao

4
VS A

skalarné vynasobime s D a eliminujeme A\;

1+A (T_%O'D

) —
A 2u|DJ?

~5-1
£

a ziskame N
2uD =T — 22|

Vezmeme stopu této rovnice a eliminujeme A2 /A1
1
T= —g(tr T)I 4+ 2uD.

Podobné budeme postupovat i pfi odvozovani viskoelastického
modelu, nejprve potfebujeme védét, co je prirozenad konfigurace.
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Prirozena konfigurace
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G Fr,

L:FF*l,D:%(LjLLT)

. 1
g = GG ,ka(t = 5 (Lkp(t) + Lkp(t))
o —1
Froy = FG 7, B,y = Fiy, Fk
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Odvozeni viskoelastického modelu

Energie elastické vazby schovana v pfirozené konfiguraci, vnitfni
energie pro neo-Hooketlv material

E
e(nv P, ka(t)) = 60(77, p) + Z(tr ka(t) - 3)

Odvodme bilanci entropie, jako dfive pouZijeme bilanci pro vnitfni
energii pro nestlacitelny material

pe=T-D —divq

a derivujme

. Oe . + Oe . 4 Oe B or E B
== - —_ _— = —.l— —1ir
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Dostavame bilanci entropie

pij + div (§> =5 (T-D—9—2terP(t)>

Treba spocitat derivaci Bk

B ka(t F Ko(t) = ka(t Fk + ka(t) FEp(t)
a plati _
ka(r) =FG™ = Q::F\G:_F\G:@:
L Py Pl e
a tedy

: _ T T
Bruy = LBy + Byl 2F’<p(r)D’<p<t>ka(f)

Pak rychlost produkce entropie spliiuje (pfi konst. teploté)

E .
§=T-D— S By, = (T—EBy,,) D+ECq, -Ds
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Volime rlizné konstitutivni vztahy pro rychlost produkce entropie fN
¢lanek Rajagopal, Srinivasa 2000 a Rajagopal, Malek 2005:

£ = po|DI? + 1Dy

p(t

)Ckp<r> ' ka(t)

a pouzijeme princip maximalizace rychlosti produkce entropie:

Maximalizujeme & pres véechny D, ka(t), aby byla splnéna vazba
pro &, navic pozadujeme nestlacitelnost proudéni divv =trD =0
a nestlacitelnost elastické vazby tr ka(t) = 0.

Pouzijeme Lagrangeovy multiplikatory a definujeme Lagrangeovu
funkci

L(D,Dy,,)) = {&+M1 <§ - (T - Eka(t)> D —ECy, - kam) T
A trD + Az tr ka(t).
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Maximalizujeme

oL 1+ 9 e
- = =T-EB 22)
°= % < M 0D o) TN,
oL 1+ X\ 85 A3
0= & =EC . +—I
9Dy, M 0D, O N
Dosadime za derivace f
1+ X\ )\2
2 wpD=T—EB —I1 1
s o + 3 (1
1+ A A
2 1 “i1Dy, Chyyy = ECiyy + )jl. (2)
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Eliminujeme (1 + A1)/A1 tak, Ze provedeme (7) - D + (8) - Dy, :

A
i (T- EBy,, +%1)-D+ (ECk(t +321) - Dy
M p2D - D+ p1Dy,, Coy,y - Di
(T EBx,,) D+ ECk,, D

§
_ = = = 1
(2D - D + /“ka(t)ckp(t) ) DkP(t) §

2
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A2

/LgD:T—Eka(t)—{—)\fll (3)
A3
11Dk, Chyy = ECuyyy + /\1| (4)

Z (3) dostaneme vztah pro tenzor napéti (vezmeme stopu rovnice)

1 1
T=— g(trT) |+ 2D+ E (Bk,,(t - g(tr ka(t))l>
N——
p B¢
p(t)

Pro eliminaci A3/\1 v (4) postupujeme dvéma zpisoby:
@ dldnek Rajagopal, Srinivasa 2000
@ d¢lanek Malek, Rajagopal 2005
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RS2000, eliminace 1: Ndsobime
1B Choyy = EChqy + 571

zprava C;1 a bereme stopu
P Kp(t) P

0:3E+étr(c_1 )

)\1 kp(t)
Tedy
A3 3E B 3E
M) ()
tr kp(t) tr Kp(t)
Dostavame
3
1B Chy = E | Choy = — 5
tr( P )
p(t)
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y _ T
Rozepiseme Ck,,(t) = ka(t)ka(r)

3
11Dk, Fl o Fiy = E | Fi  Fiopy — ——— |

-1
tr (B )
ko(t)
Nasobime zleva Fy . a zprava F;l a ziskame
p(t) p(t)
T _ T
“1ka(r)D’<p(t>ka(f) =E ka<t>ka(f) I

vime, zZe Bk = 2Fk Dk ) FT . dosadime

Bl = T B — —1 )I
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MR2005, eliminace 2: Vezmeme stopu

A
/,Lle Ck = ECkP(t) Ail

a eliminujeme A\3/\1, dostavdme

1 1
1 (ka(r>c’<p(r> - §(D’<p(r> 'Ckp(r))l> =E <Ckp(r> - 5(“ Ckp(r>)'>

Opét nasobme tuto rovnici zleva Fy . a zprava F;}
p(t) Ko(t)

1 1
T _
(Fk Dk F §(ka(r> 'Ckp(t))|> =E <ka(t 3(tr ka(t))l>

Nyni je tfeba si vSsimnout toho, jak vypada horni konvektivni
Oldroydova derivace deviatorické Casti ka(t)
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%

V 1 v 1 1 v
B, = (ka(t) — g(tr ka(t))l) =B, 3(tr ka(t )I—g(tr Br,y) 1=
= —2F4 Dy Fi ;tr(Lka(t) +LTBy )1+
%tr(Fk Fr, ka(t))l + %(tr By, )D =
= ~2Fy Digyy FEp<r)_§(D'Bk )|+3(Ck Dl )H%(tr B )D-

a dosadme vysledek do

1 1
T
H1 (Fkl’(t)DkP(t)FkP(t) N §(ka(t) 'C"p(r))l> E <ka(r 3,(tr ka(t))l> )

mame

lgd lDBd | L B, )D| = EB¢
H1\ 72 Pt _5( ' ) T 3(trBiy D | = EBL,
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Dostali jsme rovnici pro ka(t)

!

1
d _ d
5 (0B, )1+ S(trBy,)D | = B .

1 v
_-BY
H1 2 Kp(t)
Stopa této rovnice je rovna nule, ve tfech rozmérech mame tedy
pét rovnic!
Ovsem potrebujeme mit Sest rovnic pro Sest nezndmych Bg o 2
P
tr ka(t).
Pridame Sestou rovnici — rovnici nestlacitelnosti elastické odezvy

1
1 = det(By,,) = det <Bip(f) + §(tr ka(t))l> '
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Shriime, dva odvozené modely, Cauchyho tenzor napéti je ve tvaru
T = —pl+ 2D + EB{ |
a ka(t) spliiuje diferencidlni rovnici
verze R52000
By — o [ Biyy — — (5)

pi1 O <B;1 )
p(t)

verze MR2005

1 1 . 1 J
H ( 2 B ko) § (D ' ka(t)> I+ §(tr Bk"(t))D> - EB ko(t)?

1
det <ngm + 3(terp(t))l> =1. (6)
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o Algebraickymi manipulacemi Ize ukazat, ze oba modely jsou si
ekvivalentni.

@ UkaZeme jen, Ze model verze RS2000 automaticky splriuje
det By, (x,t) =1, pokud plati po&3teéni podminka
det By, (x,t =0) = 1.

. 2E 3
T
B,y = (VV) By = Bigy (VV)© = —— | By, — '

m wr (B,
p

Pocitejme
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Linerizace modelu

Ukazme, Ze linearizaci (5)

2E 3
ka(r T Bro — tr (B‘l )'
Ko(t)

ziskdme Oldroyd-B model. Uvazujme ka(t) ve tvaru

B, =1+A, [Al=¢ 0<e<l

Dosadme do nestladitelnosti elastické odezvy a provedme Tayloriiv
rozvoj determinantu

1=detBy, =det(l+A)=1+trA+ O(*) = tr A = O(¢?).
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Déle provedme Taylor(iv rozvoj B;l
p(t)

-1 _ -1 _q_ 2
Bil, =(I1+A) " =1-A+0(),

z Cehoz plyne
tr (B;% )) =3+ 0(?).
p(t

Dosazenim do (5) ziskdvame

v v 2E 3
S N N -
I+ A u1(+ 3+0(52)>
—_———
1-0(£2)

v
Protoze |= —2D, ziskdvame Oldroyd-B model

M1 Y 2
— A= —=D l.
A+2EA £ + O(e9)
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Model s Cisté kvadratickou disipaci

Odvodme model, kde rychlost produkce entropie je ddna
konstitutivnim vztahem

€ = p2|D* + 1Dy,

a opét pouzijeme princip maximalizace rychlosti produkce entropie
za podminek nestladitelnosti tr D = tr ka(t) = 0 a splnéni vazby
pro & (pro elastickou ¢ast opét pouzivame neo-Hookelv zdkon)

E .
§=T-D—trBy,, = (T - EBy,, ) - D+ ECy,, - Dy,

Pouzijeme Lagrangeovy multiplikatory a definujeme Lagrangeovu
funkci

L(D,Dy,,) = £+M <§ - (T - Eka(t)> 'D—ECy, - kam) +
A trD 4+ Az tr ka(t).
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Maximalizujeme

oL 14+ X\ 0§ )\
.l =T-EB 22)
°= 9D = N 0D o T
oL 1+M\ 8¢ A3
0= & =ECy ., + I
8ka(t) A1 8ka(£) Ko(e) A1
Dosadime za derivace f
1+ M\ A2
2 D=T-EB —I 7
N M2 Koty T i (7)
1+A A
2=~ 2Dy, = ECpy, + Ai I (8)

A1

38/53
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Maximalizujeme

0:% o 14;1A188|§:T—E8kp(t)+i\jl
L 1+X\ O A
0= 8Dakp(t) o 4;1 1 anpm = ECy,,, + )\—jl
Dosadime za derivace £ a eliminujeme (1 + A1)/\;
A2
paD =T~ EBy, + {1 7)
« Q

1Dk, = ECiy,y + )Tl"

38/53
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A2

MQD:T_EB[( ) +71| (9)
11D EC, 1+ 23 1
1By = Elgy + A\ (10)

Z (9) dostaneme vztah pro tenzor napéti (vezmeme stopu rovnice)

1 1
T=-— 5(tr T)I4+ D+ E <ka(t) 3(‘51" ka(t )I>
N——
p B¢
p(t)

Z (10) vezmeme stopu a eliminujeme A3/\1

1
Dy = £ (Ckpm —3tr Ckp(r))'>

Karel Tima TD kompatibilni viskoelastické modely rychlostniho typu
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Rozepiseme Ckp(t) = F;(f F

o ke 2 nahradime tr ka(t) =tr Ckp(t)

1
Nlep(t =E (Fk (1) I:kp(t) 3(tr ka(t )I>

Vynasobime zleva Fy_, a zprava F;fm a dostavame
P

1
T _ T
H1 FkP(t)DkP(t)FkP(t) - E( Fk F Fk Fk o(t) §(tr ka(t>)ka(t)>'
| Y ———
v 2
~2Bryqy) ka(t)

Ziskavame model
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Ziskali jsme model

T=—pl+ub+ EBﬂPm,

v 2E

Bro = _EB"p(r

d
)Bloo-
o elegantnéjsi, snadnéji implementovatelny model
@ schopny stejné kvalitné zachytit experimenty
@ linearizuje se na Oldroyd-B model

@ vhodnéjsi pro matematickou analyzu
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Opét Ize ukdzat, Ze det By, (x,t) =1, pokud plati poéatecni
podminka det By, (x,t = 0) =

: 2E
T d
ka(t) - (VV) ka(t) - ka(t) (VV) = _IBk B

Pocitejme

det By, = (det By, ) tr (Bk B, %)) = 2(det By, ) tr D

2E )
~ L (detBy, )t (ka(t)> —0.
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Linerizace modelu

Ukazme, ze linearizaci modelu ziskaného z Cisté kvadratické
disipacce

v 2E
_ ¢k d
Bl = 11 ka(oka(t)

ziskdme Oldroyd-B model. Uvazujme ka(t) ve tvaru
B, =1+A, [Al=¢ 0<e<l

Dosadme do nestlacitelnosti elastické odezvy a provedme Tayloriv
rozvoj determinantu

1=detBy,, =det(l+A) =1+ trA+ O(*) = tr A = O(¢)

a tedy
tr By, = tr(I1+A) =3+ O(c%).

Karel Tima TD kompatibilni viskoelastické modely rychlostniho typu ~ 43/53



Dosazenim do

2F ;
Ko(t) — _Ekamka(r)
ziskavame
A 2E 1
I +A=—"=(I +A)<I+A -3+ 0(52))|).
M1 3
A+0(2)l

v
Protoze |= —2D, ziskdvame Oldroyd-B model

moy_m 2
A+ 12 A= "2D 4 0()(1+A).
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Nestlacitelny viskoelasticky model s teplotou

(ala Karra, Rajagopal 2010)

UvaZujeme nekonstantni teplotu 6 (modul pruznosti E = E(6)),
pak rychlost produkce entropie spliiuje vazbu

q-Vo
¢ = (T—E(0)By,,) D+ E(6)Chyy - Digyy — —5—  (11)
Déle volme konstitutivni vztah pro rychlost produkce entropie
~ \v{’] 2
£ = 10(O)DP + 1(O)Digg, P+ k(O

Maximalizujeme & p¥i spinéni (11) a vazb& trD = tr Dy, =0.
PouZijeme Lagrangeovy multiplikatory a definujeme Lagrangeovu
funkci

L(D, Dy, V) =&+ Ao tr D + A3 tr Dy, +

i Vo
A <g - (T - E(H)ka(t)) D — E(0)Cry,,, - Diyyy + q;)
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Maximalizujeme

oL 14+ X 08 A2
O—aiD )\1 87D_T_E(9)ka(t)+)\ll
oL 1+ 8€ A3
0= = E(0)Ck,, + I
aka(t) A1 aka(t) A
0= oL 1+ 06~ q
N M OV 6

Dosadime za derivace &

1+ ) A
22 2 L(0)D = T — E(0)Byy, + )\—il
1+ X\ A3
2 A1 #1(0)Digy = E(0)Crey + >\71I
14+ XM \Y{) q
2 k(O)— = ——
A1 (9) 0 0
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Maximalizujeme

oL 1+ )\ 06 A2
_ ot — =T-E0)B =
0= b < T oD ()Bh + 3,
oL 14+ O€ A3
0= & = E(A)C + —I1
Dy, M 9Dy, (0)Ch + 3
oL 1+x 06 q
0= 5ve DS V7
Dosadime za derivace £ a eliminujeme (14 A\;)/\;
A2
/Lg(@)D =T-— E(Q)ka(t) + Yll
A
§1(0)Dy,, = E(0)Ciy, + )\—il
Vo q
k(0)— = —=
) 0
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Stejné jako v minulém pFipadé dostaneme model

T = —pl+p2()D + E()BY .

v 2E(0) d
Broy =~ 11 (0) Ko Koty
q=—k(0)Vo.

Lze pridat stladitelnost, neni tfeba pozadovat tr D = 0. Jinou
volbou ¢ lze také pridat zavislost i na |D|,tr T a ziskat
komplikovanéjsi diferencialni rovnici pro ka(:
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Konec!
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Vlastnosti Johnson-Segalmanova modelu

T = —pl + 245D + EA,

pa (OA 2111
A+ (22) = p
+E(5t>a E

A A
<5> _ A (V. V)A—(WA — AW)+ a(DA+ AD), ac[-1,1],
5t ), ot

1

D= % (Vv + (VV)T), W = > (Vv + (VV)T) :

Uvazujme stacionarni 2D proudéni, v = (u(y),0), pak plati

0 v 1/0 o 1L/0
v"(0 o)’D2<u/ 0>’W2<—u’ o>‘

PFi této volbé rychlosti v a v pfipadé stacionarniho feseni plati
oA
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1
Ddle, oznaéime-li A = 5 (21; 2;2) pak plati
A1 (A + A22)>
DA + AD =/ 2
! (é(An + A22) A1z
A2 1(Axn — An)
WA — AW =/ 2 .
! (%(A22 — A1) —A1

Potom Ize vyjadfit objektivni derivaci

(g’:) — _(WA — AW) + 3(DA + AD) =
J ( (a—1)A12 3 (a(A11 + Axn) + (A — Azz))>
3 (a(A11 + A) + (A — A)) (a+1)Ar2 '
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Rovnici pro A si napiseme ve slozkach
Al + %u’(a —1)A12 =0,

A + &u'(a + 1)A12 =0,

E
A + %U' (a(A11 + A22) + (A1 — An)) = %U'-
Regenim je
m o,
Apy = £ :

Karel Tima TD kompatibilni viskoelastické modely rychlostniho typu



Pro tenzor napéti pak plati
T =—pl+ 21D + EA.

Konkrétné pro Ty plati

/

u

Ti2 = pou’ + i 51 :

1+ (*) (u)?(1 — a2)

E
Zobecnéna viskozita je tedy rovna
. T12 M1

(W)= =t iy '
1+ () wra-2)

Pro a # +1 se chova jako shear-thinning model
f(|D]) = p(1 + D|*)~

Pro a = +1 je zobecnénd viskozita konstantni

- T12
fi(|D]) = M + po.
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Daéle model spliiuje nenulovy rozdil norméalovych napéti
o (1)’
Ti1— Toz = E(A11 — An) = 2pu' A = 2 £ :
1+ () wra-2)
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