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Úvod

Liouvillova rovnice

d

dt
(J · ~ω + ~h) + ~ω × (J · ~ω + ~h) = ~L

Výstup: časový vývoj polohy rotačńıho vektoru ~ω(t)

Vstup: J(t), ~h(t), ~L(t)
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Úvod

Řešený tvar rovnice

Volba souřadné soustavy

Pro deformuj́ıćı se těleso neńı spojeńı soustavy s tělesem tak
př́ımočaré, jako je tomu pro tuhé těleso. Voĺıme Tisserandovu
soustavu, ~h(t) = 0.

Aproximace

Rovnici řeš́ıme v aproximaci nulového momentu vněǰśıch sil,
~L(t) = 0. Pro účely určováńı polohy tělesa ze spočteného ~ω(t) je
důležité předevš́ım zanedbáńı dlouhoperiodické precese.

Výsledný tvar řešené rovnice

d

dt
(J · ~ω) + ~ω × (J · ~ω) = 0
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Odvozeńı

Odvozeńı
[Martinec, 2003]

(

d ~H

dt

)

inertial

= ~L

(

d ~H

dt

)

inertial

=

(

d ~H

dt

)

non−inertial

+ ~ω × ~H

(

d ~H

dt

)

non−inertial

+ ~ω × ~H = ~L

~H = J · ~ω + ~h

d

dt
(J · ~ω + ~h) + ~ω × (J · ~ω + ~h) = ~L
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Odvozeńı

Alternativńı odvozeńı

Př́ınos

V práci je předvedeno alternativńı odvozeńı Liouvillovy rovnice,
založené na vyjádřeńı efektu nepravých sil, ṕı̌seme-li druhou větu
impulzovou př́ımo v soustavě spojené s tělesem.

Výchoźı rovnićı je tentokrát [Martinec, 2003]:

d~h

dt
=

d

dt

∫

v(t)

~r × ~v ρ dv =

∮

s(t)

~r × ~t(~n) da +

∫

v(t)

~r × ~f ρ dv ,
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Odvozeńı

Po rozložeńı sil na exterńı, interńı a nepravé:

~f = ~fext + ~fint + ~ffic

dostáváme
d~h

dt
= ~L +

∫

v(t)

~r × ~fint ρdv +

∫

v(t)

~r × ~ffic ρ dv ,

efekt odsťredivé, Coriolisovy a Eulerovy śıly

∫

v(t)

~r × (~ω × (~ω × ~r)) ρ dv −

∫

v(t)

~r × (2~ω × ~v) ρ dv −

∫

v(t)

~r × (
d~ω

dt
× ~r) ρ dv ,

lze vyjádřit pomoćı zbývaj́ıćıch členů v Liouvillově rovnici
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Ćıl práce

Metody řešeńı

V geofyzice se Liouvillova rovnice pro tělesa planetárńıch rozměr̊u
řeš́ı tradičně dvěma metodami.

Linearizované schéma, navržené v
[Munk and MacDonald, 1960]

Metoda navržená v [Ricard et al., 1993]
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Ćıl práce

Koncept práce

Řešit Liouvillovu rovnici, tedy soustavu ťŕı ODR pro jednotlivé
složky ~ω(t), pomoćı standardńıch numerických metod, a to bez
provedeńı daľśıch aproximaćı (tedy pouze v aproximaci nulového
momentu vněǰśıch sil). Zjistit aplikačńı meze takovéhoto postupu a
výsledky porovnat s aproximativńımi metodami.
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Rovnice

Kromě neznámé ~ω(t) se v řešené rovnici vyskytuje pouze tenzor
setrvačnosti J(t).

J(t) = Jproces (t) + Jrot

Jrot popisuje odezvu tělesa na časově proměnný rotačńı potenciál:

L(~ω(t)) → Jrot

Je ťreba řešit úlohu odezvy viskoelastického tělesa na vněǰśı
potenciál.
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Rovnice

Řešené rovnice

−∇δp +∇ ·D− (~u · ∇ρ0)~g0 = ρ0∇Φ+ ρ0∇ϕ

∇ · ~u = 0

D− (∇~u + (∇~u)T ) = −
µ

η

∫ t

0
Ddt ′ .

Značeńı

δp př́ırustek tlaku
D deviátor tenzoru napět́ı
ρ0(r) referenč́ı hustotńı profil
~g0 referenčńı gravitace
ϕ rotačńı potenciál

Φ př́ırustkový grav. potenciál
~u vektor posunut́ı
µ(r) modul torze
η(r) viskozita
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Rovnice

Okrajové podḿınky

Vněǰśı povrch
(−δpI+D) · ~er = urρ0~g0

Rozhrańı jádro - pláš̌t

− (−δpI+D) · ~er = ur [ρ0] ~g0 + ρcore(ϕ+Φ)~er
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Spektrálńı / konečně-diferenčńı metoda

Spektrálńı metoda

Φ =

∞
∑

j=0

j
∑

m=−j

Φjm(r)Yjm(θ, φ), ϕ =

∞
∑

j=0

j
∑

m=−j

ϕjm(r)Yjm(θ, φ)

~u =
∞
∑

j=0

j
∑

m=−j

j+1
∑

k=|j−1|

ukjm(r)
~Y k
jm(θ, φ)

τ̄ = −

∞
∑

j=0

j
∑

m=−j

δpjm(r)Y
j ,0
jm (θ, φ)+

∞
∑

j=0

j
∑

m=−j

j+2
∑

k=|j−2|

D
k,2
jm (r)Yk,2

jm (θ, φ)
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Spektrálńı / konečně-diferenčńı metoda

Po dosazeńı a využit́ı řady identit dostáváme soustavu obyčejných
diferenciálńıch rovnic

1

r
A(r , j)x(r , j ,m) + B(j)

dx(r , j ,m)

dr
= y(r , j ,m),

kde x(r , j ,m) = (uj−1
jm , u

j+1
jm , δpjm,D

j−2
jm ,D

j
jm,D

j+2
jm ).

Pravá strana obsahuje

Okamžitý rotačńı potenciál, vyjádřený pomoćı složek ~ω(t)

Pamě̌tový člen −
1
η

∫ t
0 Ddt ′ - poč́ıtán explicitně z předchoźıho

časového kroku

Př́ırustkový grav. potenciál Φ - člen je poč́ıtán iterativně
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Spektrálńı / konečně-diferenčńı metoda

Konečně diferenčńı metoda

(u
j−

1

jm
)2,(

u
j+1

jm
)2

(u
j−

1

jm
)1,(

u
j+1

jm
)1

(δp
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Spektrálńı / konečně-diferenčńı metoda

Dostáváme tak lineárńı soustavu

A x = y,

přičemž matice A je pásová matice.

Př́ınos

Řešeńı viskoelastické odezvy i pro nehomogenńı modely, s
hloubkově závislou hustotou, viskozitou i modulem torze.
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Rotačńı equilibrium

Počátečńı sféricky symetrické těleso necháma rotovat s konstantńı
úhlovou rychlost́ı ~ω(t) = ~ω0. Testováno je rotačńı equilibrium ťŕı
model̊u.

Figure : Parametry modelu C
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Rotačńı equilibrium

Figure : Časový vývoj (ur )20 pro model C
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Rotačńı equilibrium

Figure : Časový vývoj Φ20(t)
ϕ20(t)

pro modely A,B,C,D
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Tvar soustavy ODR

Liouvillovu rovnici

−J ·
d~ω

dt
=

dJ

dt
· ~ω + ~ω × (J · ~ω),

lze napsat ve tvaru

d~ω

dt
= −J−1

·

(

dJ

dt
· ~ω + ~ω × (J · ~ω)

)

,

připoḿınaj́ıćım tradičńı tvar pro soustavu ODR:

d~ω

dt
= f (~ω, t).
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Schéma propojeńı

Standardńı explicitńı řešiče soustav ODR vyžaduj́ı po uživateli
znalost pravé strany f (~ω, t). Semi-implicitńı řešiče nav́ıc vyžaduj́ı
parciálńı derivace pravé strany. Ty v našem specifickém př́ıpadě
muśıme poč́ıtat numerickým diferencováńım.

Problém představuje rotačńı část tenzoru setrvačnosti
J = Jproces (t) + Jrot , který je funkcionálem v̊uči ~ω(t).
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Schéma propojeńı

Při každém vyžádáńı hodnoty f (~ω, t) je poťreba:

Spoč́ıst pamě̌tový člen. Toho doćıĺıme explicitně

Mk(t) = Mk(tn) +
µ(r)

η(r)
(Dk,2

jm (r , tn))(t − tn).

K uložeńı hodnoty docháźı pouze po úspěšném kroku. tn je
posledńı úspěšně doćılený čas.

Pro danou hodnotu pamě̌tového členu iterativně spočteme
hodnotu Φ. Je vhodné startovat z hodnoty Φ spočtené z
deformace tělesa v čase tn.
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Problém úlohy

Numerické chováńı řešeńı

Figure : Divergence ω1(t) pro p̌ŕılǐsný časový krok
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Problém úlohy

Figure : m1(t) poč́ıtáno r̊uznými metodami p̌ri vysoké p̌resnosti
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Umělé zat́ıžeńı

Jproces (t) =





cos2(π4 ) 0 − sin2(π4 )
0 1 0

− sin2(π4 ) 0 sin2(π4 )



 r20MEN(t)

Odpov́ıdá položeńı bodového tělesa o hmotnosti ME do ḿısta o
souřadnićıch (r0,

π
4 , 0). Deformace tělesa v důsledku tohoto

zat́ıžeńı neńı poč́ıtána.
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Umělé zat́ıžeńı

Figure : 150 year evolution of m1(t) for artificial loading process
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Umělé zat́ıžeńı

Figure : Long-term evolution of m1(t),m3(t) for artificial loading process
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Závěr

Př́ınos

Metoda neklade omezeńı na stabilitu rotace, umožňuje
modelovat i velké výchylky rotačńı osy.

Metoda zachycuje i excitaci a útlum volné nutace.

Přestože v několika bodech neńı zvolena optimálńı technika
výpočtu dané veličiny, lze metodu použ́ıt i pro výpočet pohybu
rotačńı osy pro procesy odehrávaj́ıćı se na škále několika milionů
let.
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Závěr
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Závěr
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