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Liouvillova rovnice
[ le]

Uvod

Liouvillova rovnice
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@ Vystup: &asovy vyvoj polohy rotagniho vektoru &(t)

o Vstup: J(t), h(t), L(t)
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Liouvillova rovnice
oe

Uvod

Reseny tvar rovnice

Volba soufadné soustavy

Pro deformujici se téleso neni spojeni soustavy s télesem tak
ptimocaré, jako je tomu pro tuhé téleso. Volime Tisserandovu
soustavu, h(t) = 0.

Aproximace

Rovnici ¥eSime v aproximaci nulového momentu vnéjsich sil,

E(t) = 0. Pro G&ely urtovani polohy t&lesa ze spotteného @(t) je
dilezité predevsim zanedbani dlouhoperiodické precese.

Vysledny tvar feSené rovnice
d -
—(J- .

dt
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Liouvillova rovnice
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Odvozenf

Odvozeni
[Martinec, 2003]
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Liouvillova rovnice
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Odvozenf

Alternativni odvozeni

V préci je predvedeno alternativni odvozeni Liouvillovy rovnice,
zaloZené na vyjadveni efektu nepravych sil, piSeme-li druhou vé&tu
impulzovou p¥imo v soustavé spojené s télesem.

Vychozi rovnici je tentokrat [Martinec, 2003]:
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Liouvillova rovnice
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Odvozenf

Po rozloZeni sil na externi, interni a nepravé:
f= fext + Fint + ffic

dostdvame B
dh - " .
—:L-i—/ F><f,-,,tpdv+/ FX fic pdv,
dt v(t) 0

efekt odsttedivé, Coriolisovy a Eulerovy sily

/ F’><(:I;‘><(:I;‘><F))pdv—/ F'><(2(D><\7')pdv—/ Fx (99 % 7 pav,
v(t) v(t) dt

v(t)

|ze vyjad¥it pomoci zbyvajicich &lenli v Liouvillové rovnici
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Liouvillova rovnice
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Cil prace

Metody feSeni

V geofyzice se Liouvillova rovnice pro télesa planetarnich rozméri

Fesi tradi¢né dvéma metodami.

@ Linearizované schéma, navrzené v
[Munk and MacDonald, 1960]

@ Metoda navrZend v [Ricard et al., 1993]
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Liouvillova rovnice
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Cil prace

Koncept prace

Resit Liouvillovu rovnici, tedy soustavu tff ODR pro jednotlivé
slozky &(t), pomoci standardnich numerickych metod, a to bez
provedeni dal3ich aproximaci (tedy pouze v aproximaci nulového
momentu vn&jsich sil). Zjistit aplika&ni meze takovéhoto postupu a
vysledky porovnat s aproximativnimi metodami.
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Rotaéni deformace
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Rovnice

7 >

Kromé& neznamé @(t) se v Ye¥ené rovnici vyskytuje pouze tenzor
setrva&nosti J(t).

J(t) — JproceS(t) _"_ JI’Oi_L
J"t popisuje odezvu t&lesa na &asov& prom&nny rotaéni potencidl:
L(&(t)) — It

Je treba Fesit Ulohu odezvy viskoelastického télesa na vnéjsi
potencial.
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Rotaéni deformace
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Rovnice

ReSené rovnice

—Vép+V-D—(id-Vpo)go = poV®P + poVe

Znaleni

dp pfirustek tlaku

D devidtor tenzoru napéti
po(r) referenti hustotni profil
8o referentni gravitace

© rotaéni potencidl

® ptirustkovy grav. potencial
if vektor posunuti

p(r) modul torze

n(r) viskozita
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Rotaéni deformace
ooe

Rovnice

Okrajové podminky

Vnégjsi povrch
(=6pl + D) - & = urpogo

Rozhranf jadro - plast

— (—5[)' + D) <& = uy [pO] EO + pcore(sp + (D)é;
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Rotaéni deformace
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Spektralni / kone&né-diferen&ni metoda

Spektralni metoda
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Rotaéni deformace
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Spektralni / kone&né-diferen&ni metoda

Po dosazeni a vyuziti ¥ady identit dostdvdme soustavu obycejnych
diferencidlnich rovnic

Ea(r e m) + BOZEET g1 )

Ut bpy, DI DI DY)

Jm Jm? = jm

kde x(r,j, m) = (

Jjm >

Prava strana obsahuje

@ Okamzity rotalni potenciél, vyjadfeny pomoci sloZek &(t)

@ Pamg&fovy &len —% fot Ddt’ - potitan explicitn& z predchoziho
¢asového kroku

@ PFirustkovy grav. potencidl ® - &len je pocitan iterativné
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Rotaéni deformace
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Spektralni / kone&né-diferen&ni metoda

Koneé&né diferenéni metoda
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Rotaéni deformace
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Spektralni / kone&né-diferen&ni metoda

Dostavame tak linedrni soustavu

Ax =1y,

pficemZ matice A je pasova matice.

Reseni viskoelastické odezvy i pro nehomogenni modely, s
hloubkové zdvislou hustotou, viskozitou i modulem torze.
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Rotaéni deformace

Rotaéni equilibrium

Pocatedni sféricky symetrické téleso nechama rotovat s konstantni
dhlovou rychlosti &(t) = Wp. Testovano je rota¥ni equilibrium tFi
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Rotaéni deformace

Rotaéni equilibrium

Figure : Casovy vyvoj (u, )20 pro model C
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Rotaéni deformace

Rotaéni equilibrium

Figure : Casovy vyvoj zzggg pro modely A,B,C,D
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Schéma propojeni
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Tvar soustavy ODR

Liouvillovu rovnici

do  dJ

&1
X
—~
—
&l
:_/

|ze napsat ve tvaru

%:—J_1~<%-Q+QX(J-LU)>,

pFipominajicim tradi¢ni tvar pro soustavu ODR:
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Schéma propojeni

o0

Schéma propojeni

Standardni explicitni ¥eSi¢e soustav ODR vyZaduji po uZivateli
znalost pravé strany f(dJ, t). Semi-implicitni ¥e$i¢e navic vyZaduji
parcialni derivace pravé strany. Ty v nasem specifickém p¥ipadé
musime pod&itat numerickym diferencovanim.

Problém pFedstavuje rotaéni ¢ast tenzoru setrvalnosti
J = JProces(t) + 37t ktery je funkciondlem vidi &i(t).
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Schéma propojeni
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Schéma propojeni

Y4

P¥i kazdém vyZzadani hodnoty f(d, t) je potFeba:
@ Spotist pam&tovy &len. Toho docilime explicitn&

Mi() = My(ta) + #(D“( )t 1),

K uloZeni hodnoty dochdzi pouze po tsp&ném kroku. t, je
posledni Usp&né docileny &as.

@ Pro danou hodnotu pamé&tového &lenu iterativn& spotteme
hodnotu ®. Je vhodné startovat z hodnoty ® spotené z
deformace télesa v Case t,.
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Vysledky potitatového modelovani
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Problém dlohy

Numerické chovani fe$eni

Figure : Divergence wi(t) pro p¥ilisny asovy krok
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Problém dlohy

Vysledky potitatového modelovani
o] ]

Figure : my(t) po&itano riznymi metodami pfi vysoké pfesnosti
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Vysledky potitatového modelovani
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Umélé zatiZeni

JProces (1) = 0 1 0 reMgN(t)

Odpovida poloZeni bodového télesa o hmotnosti Mg do mista o
soufadnicich (rg, 7,0). Deformace t&lesa v diisledku tohoto
zatiZeni neni poditana.

Mgr. Vojt&ch Patotka Univerzita Karlova

Predikce pohybt ro illovy rovnice



Vysledky potitatového modelovani
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Umélé zatiZeni

Figure : 150 year evolution of my(t) for artificial loading process
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Vysledky potitatového modelovani
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Umélé zatiZeni

Figure : Long-term evolution of my(t),m3(t) for artificial loading process
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Vysledky potitatového modelovani
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@ Metoda neklade omezeni na stabilitu rotace, umoZiiuje
modelovat i velké vychylky rotaéni osy.

@ Metoda zachycuje i excitaci a utlum volné nutace.

PYestoZe v nékolika bodech neni zvolena optimalni technika
vypoctu dané veli¢iny, lze metodu pouZit i pro vypocet pohybu
rotaéni osy pro procesy odehravajici se na $kale nékolika miliond
let.
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Vysledky potitatového modelovani
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Vysledky potitatového modelovani
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