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Uvod

Pfirodni utvary tvorené vodnim ledem hraji dilezitou
roli v fadé pozemskych geologickych procest. Kupfti-
kladu pevninské ledovce zasadnim zptisobem ovliviuji
vyvoj klimatu a dominuji zménam vysky hladiny svéto-
vych oceant. Led se v8ak nevyskytuje pouze na Zemi -
nachazi se také na dalsich télesech Slune¢ni soustavy, na-
ptiklad na Marsu. Nékteré mésice velkych planet, napt.
Jupiterova Europa ¢i Saturniiv Enceladus, maji dokonce
svou vlastni hydrosféru, kde nékolik desitek kilometra
mocnd ledova vrstva tvofi jejich vnéjsi obal. Tektonic-
ké utvary pozorované na povrchu téchto téles odrazeji
vnitini procesy, které v nich probihaji, a poskytuji cenné
informace o jejich sloZeni a geologickém vyvoji.

Zde si stru¢né predstavime ulohu matematického
modelovani a numerickych simulaci fyzikalnich pro-
cesti probihajicich v pozemskych ledovcich a planetar-
nich ledovych slupkach mésicti obrich planet ve Slunec-
ni soustavé. Nejdrive popiSeme materidlové vlastnosti
ledu a jeho chovani na riznych ¢asovych skalach (reo-
logii ledu) a nésledné se zaméfime na tfi vybrané pod-
ttidy geofyzikdlnich loh:

u teceni pevninskych ledovcti - tloha vzniku a vyvo-
je pozemskych ¢i planetarnich ledovych pokryvek,
deformujicich se viskéznim te¢enim v disledku
vlastni tize na ¢asovych $kalach jednotek az stovek
tisicii let;

B slapova deformace planetdrnich slupek - periodic-
ka elasticka ¢i viskoelasticka deformace ledovych
slupek v nitrech mésicti obfich planet ve Slune¢ni
soustavé, vyvolana slapovym pusobenim matei-
skych planet na ¢asové $kéle dni;

B tani a transport taveniny v planetarnich slupkach
— proces porézniho teceni, zahrnujici mechanické
provazani viskozni deformace ledové matrice a dar-
cyovského proudéni taveniny, odehravajici se na ¢a-
sovych skalach stovek az miliond let.

Ackoli je spole¢nym jmenovatelem vsech vyse uve-
denych fyzikalnich procest jeden material, vodni led,

tyto déje se podstatné 1isi ve zptsobu, jakym v nich led
popisujeme. Stejné dramaticky se 1i$i riznd zanedbéni
a zjednoduseni obsazena v matematickych modelech
téchto procest, kterd umoznuji efektivné hledat jejich
numericka feeni.

Pti popisu ledovcil povazujeme led za viskézni ne-
newtonovskou tekutinu s teplotné a napétové zavislou
viskozitou. Pfi deformaci slapovymi silami na kratsich,
fadové dennich periodach seled chova jako elasticka ¢i
viskoelasticka latka. Kone¢né, pti popisu ¢astecného
natdvaniledové matrice a transportu taveniny jiz nevy-
sta¢ime s popisem ledu jako jednoduchého materialu,
ale musime pracovat s konceptem dvouslozkové smési
kapalné vody a pevné ledové matrice, které navzajem
mechanicky i termalné interaguji.

Jednoticim radmcem, zastfe$ujicim matematicky po-
pis véech vyse uvedenych procest, bude v nasem piipa-
dé mechanika a termodynamika kontinua. Stavebnimi
kameny této teorie jsou matematické abstrakce fyzikal-
nich veli¢in coby hladkych poli, jejichzZ bodové hodno-
ty reprezentuji realné vlastnosti materidlu vystfedova-
né pres urcity maly reprezentativni objem. Vztahy mezi
témito polnimi veli¢inami a jejich vyvojem jsou popsa-
ny systémy parcialnich diferencialnich rovnic, doplné-
nymi o prislusné okrajové a pocate¢ni podminky. Z fy-
zikalniho pohledu vychazeji tyto rovnice ze zobecnéni
tradi¢nich bilan¢nich zdkont (¢i zakont zachovéani)
pro hmotu, hybnost, moment hybnosti a energii.

V nésledujicim textu si nejprve stru¢né predstavi-
me nékteré zakladni fyzikalni vlastnosti ledu, zejmé-
na jeho mechanickou odezvu na zatiZeni, tzv. reologii.
V dalsi ¢asti se zaméfime na zaklady matematického
modelovani deformace pevninskych ledovcti na vel-
kych prostorovych $kaldch. Nasledné si priblizime ne-
jenom popis slapové deformace planetdrnich slupek
mésict obfich planet ve Slune¢ni soustavé, ale i popis
procesu vzniku taveniny (kapalné vody) v nitrech téch-
to slupek a jeji transport. Kazdou z aplikaci doprovo-
dime stru¢nou ukazkou ptislusnych numerickych si-
mulaci.
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1 Reologie ledu

Led, pevné skupenstvi vody, byl pfimo ¢i nepfimo obje-
ven na véts§iné planet a mésicti ve Slunec¢ni soustave, coz
znéj ¢ini jeden z nejvice roz§ifenych znamych tékavych
materiadld. V soucasné dobé je zndmo vice nez sedm-
nact raznych krystalickych struktur vodniho ledu [1]
a nékolik dalsich amorfnich fazi. Pozemska kryosfé-
ra, tedy pevna vodni ¢ast klimatického systému Zemé,
jakoz i vnéjsi slupky tzv. ledovych mésict ve Slune¢ni
soustavé, jsou slozeny z nizkotlaké ledové faze I, - he-
xagondlniho (Sestere¢ného) ledu.

Monokrystal ledu I, se sklada z molekul vody uspo-
faddanych do (bi)planarniho $estithelnikového vzoru,
jak je zndzornéno na obr. 1 (vlevo). Vrstva se $estitihel-
niky tvofi tzv. bazalni rovinu a na ni kolma osa se nazy-
va opticka neboli c-osa. Diky tomuto usporadani vyka-
zuje krystal ledu I, Sestere¢nou (hexagonalni) symetrii
vzhledem k bazalni roviné a diky relativné slabé vazbé
mezi sousednimi bazalnimi rovinami i silnou mecha-
nickou anizotropii.

V ptirodé se vsak led vyskytuje pfedevsim jako
polykrystalicky material, tedy agregat jednotlivych
ledovych zrn, viz obr. 1 (vpravo). Pokud nejsou zrna
uspofraddna deformaci nebo specifickymi podmin-
kami rustu, je jejich orientace ndhodna a vysled-
ny material se tedy chové jako izotropni. Z pohledu
odezvy na ptisobici mechanické napéti disponuji mo-
nokrystaly ledu Sirokou paletou deformacnich rezi-
mi - od elastického a viskoelastického az po viskézni
a plasticky. V polykrystalické struktufe se navic slo-
zitost mechanického chovani zvysuje vlivem aktivace
dalsich deformacénich mechanism spojenych s pro-
cesy na hranicich zrn nebo s rekrystalizaci. I izotrop-
ni polykrystalicky led tak vykazuje velmi komplexni
mechanické chovani. Charakteristicka kfivka teceni
(creep response) polykrystalického Sestere¢ného ledu
I, v jednoduchém smykovém experimentu je nacrt-
nuta na obr. 2.

Pfi mechanickém zatizeni nastavd nejprve okamzi-
ta elasticka reakce a dale prochazi deformace vzor-
ku nékolika fazemi. Primarni (pfechodové) teceni je
faze s klesajici rychlosti deformace, kterou pripisuje-
me postupné nartstajicimu mnozstvi geometrickych
nekompatibilit v polykrystalickém vzorku s nahod-
nou orientaci krystaltl. Po dosazeni minimalni rych-
losti te¢eni prechdzi led do dalsi faze deformace - tzv.
sekundarniho (ustaleného) te¢eni. Tato faze je charak-
terizovana stacionarnim te¢enim trvajicim az do oka-
mziku, kdy tepelny nebo napétovy stav materialu vy-
budi tzv. dynamickou rekrystalizaci - strukturalni
zmény v polykrystalu, které generuji vétsi mnozstvi
krystalt s orientaci pfiznivou pro deformaci. Pokud
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Obr. 1 Schéma molekularni struktury monokrystalu Sestere¢ného ledu I, (vlevo)
a fotografie polykrystalického ledu z pozemského ledovce mezi polariza¢nimi

filtry (vpravo). Prevzato z [2]

se tento proces aktivuje, rychlost deformace se déle
zvys$uje, dokud nedosahne nového ustaleného stavu
(ovSem s vétsi rychlosti deformace oproti sekundar-
nimu teceni) - tato fdze se nazyva tercidrni (nestabil-
ni) teCeni. Pojdme si stru¢né shrnout nékteré z uve-
denych mechanickych vlastnosti a popsat zaklady
reologie ledu.

1.1 Elastické vlastnosti I, ledu

Mechanicka odezva monokrystalu ledu Iy, je elasticka
v rezimu malych deformaci a kratkych ¢asovych $kal
(vysokych frekvenci). Za téchto predpokladu l1ze led
popsat jako obecné anizotropni hookeovskou (elastic-
kou) pevnou latku pomoci tenzoru 4. fadu elastickych
parametrt C, ktery popisuje vztah slozek tenzoru ma-
lych deformaci e = % (Vu + (Vu)") (u znadi posunuti)
a Cauchyho tenzoru napéti ¢ rovnici (s pouzitim Ein-
steinovy sumacni konvence)

0ij = Cijri€ri- (1a)

Z 21 nezavislych koeficientdt pro obecnou anizo-
tropni pevnou latku je u monokrystalu ledu I, diky
jeho hexagondlni symetrii pouze 5 nezavislych. Tenzor
elastickych parametrt se pak obvykle zapisuje v tzv.
Voigtové 6 x 6 reprezentaci jako

’5‘1 = Caﬁgﬁ' (X,B = 1, ...,6, (lb)
kde
04,0,,03,04,05,0g) =
(61,67,03,084,05,56) (10)
= (011,022, 033,023,013, 012),
€1,85,83,84,8c,8,) =
(81,85, 85,84, 85, &) (1d)

= (£11, €22, €33, €23, €13, €12),

terciarni tec¢eni

Obr. 2 Schematické zobrazeni
jednoduchého smykového

experimentu (vlevo) a od-
povidajici charakteristicka
kfivka teceni ledu (vpravo). T
Prevzato z [2]
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9 / pohledu
dlouhodo-

bych ¢asovych
mefitek se
polykrystalicky
led chova jako
viskdzni kapaling,
v kontrastu

s béznou zku-
Senosti s ledem
coby pevnou
latkou. €€

a v této reprezentaci plati [3]:

Ci1 C, C3 0 0 O
= C C C o 0 O
C = 13 13 33 . (le
0 0 0 C4 0 O 1e)
Cpy O
0

0 0 0 0 Cyu
0 0 0 o o
2

Zprtiimérovana elastickd odezva polykrystalickych
agregatli nahodné orientovanych monokrystalt ledu
I, je v8ak izotropni i ptes jejich individualni anizotro-
pii. V disledku toho charakterizuji elastické vlastnos-
ti polykrystalického ledu pouze dva nezavislé elastic-
ké parametry, naptiklad smykovy modul pruznosti
a druhy Lamého parametr A, a plati

o = (ATre)l + 2, (2a)

kde I zna¢i identicky tenzor a stopa Tre = €. Alterna-
tivné muZe byt tento vztah vyjadfen pomoci Youngova
modulu pruznosti E a Poissonova poméru v

Ev E
T @+v)(1-2v) Trel + (1+v) &

o (2b)

Vzéjemny vztah téchto dvou part lze vyjadrit na-
sledovné

_ u(BA+2p) _ A
E= V= 0wy (20)
A A T (2d)

- (1+v)(1-2v) 2(1+v)"

Charakteristické hodnoty téchto parametrd, pre-
vzaté z [4] (ptid = —16 °C), jsou uvedeny v tabulce 1.

Experimentdlné naméfena teplotni zavislost elastic-
kych parametrt ledu je relativné mirna a lze ji aproxi-
movat vztahem [4]

X(®) =Xo(1—- 1,42 x1073(9[°C] + 16)), 3)

kde X zastupuje E, A, p a X, zna¢i referen¢ni hodno-
ty téchto veli¢in pti 9 = -16 °C; Poissoniiv pomér v se
s teplotou vyrazné neméni.

1.2 Viskézni deformace ledu

Pokud je led vystaven mechanickému naméhani smy-
kovym napétim, zac¢ne se pretvaret a deformovat
kombinaci vnitfnich procest, které mohou v principu
probihat neomezené dlouho. Z pohledu dlouhych ¢a-
sovych méfitek se tedy polykrystalicky led chova jako
viskézni kapalina, v kontrastu s béZnou zkugenosti s le-
dem coby krystalickou pevnou latkou. Na trovni jed-
notlivych monokrystalickych ledovych zrn nebo poly-
krystalickych shluki je smykova odezva ledu urcena
celou fadou deformaénich mechanismi. Pojdme si né-
které z nich predstavit.

1.2.1 Plastickd deformace ledovych monokrystald

Jednotlivé bazalni roviny monokrystalického I, ledu
jsou relativné daleko od sebe v porovndni se vzdalenosti

Younglv modul pruznosti £ 9,33 x 10° Pa
Poissonliv pomér v 0,325 -
Lamého parametr A 6,54 x 10° Pa

smykovy modul pruznostiy 3,52 x 10° Pa

Tab.1 Moduly pruznosti pro izotropni polykrystalicky led
pHi 9=-16°C.

atomil a molekul v bazalni roviné (viz obr. 1b). Pfi smy-
kovém zatizeni proto dochazi k vzdjemnému prokluzu
téchto rovin, a jelikoz je jejich vzajemna vazba v krys-
talické struktufe zdaleka nejslabsi, je proces bazalniho
skluzu dominantnim deforma¢nim mechanismem pro
monokrystal ledu I;,. Deformace v jinych nez bazalnich
smykova odezva I;, monokrystalt je z toho divodu tedy
obecné anizotropni. Deformace monokrystalu ledu je
mozna také tvorbou a $ifenim tzv. dislokaci, tj. poruch
krystalické struktury, které umoznuji deformaci i pro
relativné mald aplikovand napéti procesem tzv. dislo-
ka¢niho teceni. Pro popis v prirodé se vyskytujiciho

vvvvvv

ledu nez studovat chovéni jednotlivych monokrystali.

1.2.2 Teceni polykrystalického ledu

Rezim vysokého napéti -

dislokacni teceni a Gleniv zdkon

V pozemskych ledovcich se led deformuje predevsim
sekundarnim (ustdlenym) te¢enim a vztah napéti
a rychlosti, ktery se velmi ¢asto pouziva v matematic-
kych modelech, je vyjadten Glenovym zdkonem teceni
[5]. Tento zakon definuje vztah mezi bezestopou ¢asti
S celkového Cauchyho tenzoru napéti o a symetric-
kou &asti rychlostniho gradientu D(v) (také bezesto-
pou kvuli pfedpoklddané nestlacitelnosti ledu), tedy

o=-pl+S, D)= LS, pricemz L=
2n 2n (4)
= AP, NS,
kde n = 3 a kde p je tlak (sttedni normalni napéti), h je
viskozita ledu, A je rychlostni faktor zavisly na tla-
ku a teploté 9. Symbol S;; oznacuje druhy invariant S
(S je bezestopy tenzor):

,S:S SiS;
Su= |5 = —”2 =3 ®)

Nedavné experimenty (jednoosé zatézovani) pfi
diferencialnich napétich presahujicich 1 MPa (tj. v re-
zimu vysokého mechanického napéti) vSak naznacuji
vyssi exponenty, az n = 4, spojené s rezimem dislokac-
niho teéeni (dislocation creep). Pro mirné niz$i napé-
ti je naopak pozorovan prechod k niz§imu exponentu
n =18 amn =2, 4, ktery je pfi¢itdin mechanismu te-
¢eni po hranicich zrn (grain boundary sliding - GBS)
a skluzu v bazdlnich rovinach zrn (basal slip - BS) [6].
Z tohoto pohledu Glentiv zékon teceni predstavuje ur-
¢ity zpramérovany popis viskozni deformace v tomto
rozsahu napétovych rezimu.

Vztah (4) 1ze inverzné vyjadrit pomoci

1 10n

S = 20D(V), kden = A(9,p) "D,  (6)

kde D;; znaéi druhy invariant D(V). Vsimnéme si, ze

pro n = 3 v Glenové zdkonu proudéni se led v tomto

rezimu chova jako material zmékcujici se smykem —

jeho viskozita n klesa s rostouci rychlosti deformace.

Rychlostni faktor A v Glenové zakonu je Arrheniova
typu (napt. [2]):

A, p) = Age”ETPIE, @)

kde E je aktivacni energie, V je aktivacni objem, R je
univerzalni plynova konstanta a A je prefaktor. Za-
vislost rychlostniho faktoru <A na piisobicim tlaku p
je v zdsadé omezena na tlakovou zévislost teploty tani



<
=

Cs. tas. fyz. 75 (2025)

21

[2]. Zavedenim relativni teploty vzhledem k bodu tani
9'=9-9,,(p) + 9y, kde 9,=273,15 K a teplota tani9,,(p)
je dana Clausiovym-Clapeyronovym vztahem 9,,(p) =
90— Bp, kde = 7,42 x 1078K Pa™ pro ¢isty led [7], rych-
lostni faktor lze aproximovat nasledovné

AW = Age . ®)

Rezim stfednich a nizkych napéti

Jednoduchy Glentiv zékon proudéni s n = 3 vsak jiz
s nejvétsi pravdépodobnosti neplati pro dynamickd na-
péti mensi nez 0,1-0,2 MPa (napf. [8, 9]). Tento rozsah
napéti je relevantni nejenom pro viskdzné se deformu-
jici (prohraté) casti planetdrnich ledovych vrstev [6],
ale pravdépodobné také pro nékteré oblasti velkych
polarnich ledovych pfikrovii na Zemi. Dominantnim
deformaénim mechanismem se v tomto napétovém re-
Zimu stavda prokluz podél hranic zrn a v jejich bazalni
roviné prostiednictvim dislokaci. Pro tyto mechanis-
my dochazi ke snizeni hodnoty exponentu na n = 1,8
(GBS - grain boundary sliding) a pro je$té niz$i napéti
na n = 2,4 (BS - basal slip). Newtonovské chovani, tj.
n =1, bylo teoreticky pfedpovézeno pro velmi nizka
napéti <75 kPa a je pfisuzovano mechanismu tzv. di-
fuzniho teceni (diffusion creep) [6]. Pro v§echny me-
chanismy v rezimu stfednich a nizkych napéti je navic
deformace zavisla nejenom na napéti, ale i na velikosti
zrna. Diagram rtiznych deformacnich mechanismi za-
lozenych na napétovém rezimu a jejich srovnanis Gle-
novym zédkonem teceni jsou ilustrovany na obr. 3.

Kompozitni teCeni

Ctyti deformaéni mechanismy polykrystalického ledu
I}, - dislokaéni te¢eni, klouzani podél hranic zrn, bazdl-
ni skluz a difuzni teceni se v§echny vyznac¢uji obecnou
viskozitni zavislosti ve tvaru

1 _adm (Ei+pVi)
2 A §”l‘1 R /)

n = &)
kde, navic oproti Glenovu zakonu teéeni, je uvazovana
explicitni zavislost viskozity na velikosti zrn d. Expo-
nenty, aktiva¢ni energie a objemy se u jednotlivych me-
chanismti li$i, hodnoty téchto parametrt na zakladé
[9] jsou uvedeny v tabulce 2. Poloempiricky kompozit-
ni zakon smykového te¢eni kombinujici v§echny vyse
uvedené mechanismy byl navrzen v praci [9]. Pti vyja-
dfeni pomoci efektivni viskozity 1. ma tvar
1 1 1 1

=—+ + — (10)
Neff  Ndiff TNdisl  NbstNgbs

Vyse uvedena efektivni viskozita vychazi z pozoro-
vané nezavislosti mechanismut deformace v rezimu vy-

Pa_n i _]) -- (kJ m0|

dislokace

@<2ssk) 401077
(gii";';gcﬁ) 6010* 40 00 180
GBS (9<255K) 62107 1,8 14 49
GBS (9>255K) 5610 1,8 1,4 192
BS 2,21077 2,4 0,0 60
difuze 331071 1,0 2,0 59

Tab. 2 Hodnoty parametrd rGznych mechanism@ smyku
podle [9], aktiva¢ni objem pro viechny mechanismy se
obvykle bere V=-13 x 107 m* mol ™.

sokych (disloka¢ni), stfednich (prokluz podél hranic
zrn a v bazalni roviné) a nizkych napéti (difuzni), za-
timco prokluz podél hranic zrn a v bazalni roviné jsou
mechanismy vzdjemné zavislé. V aplikacich se tento
vztah nékdy rozsifuje o vyraz 1/n,,,. ktery omezuje
viskozitu shora hodnotou n,,,. V planetdrnich aplika-
cich je to nutné, aby se zabranilo modelim predpovidat
nerealisticky vysokd napéti v hornich, velmi studenych
¢astech ledovych slupek, kde bézné uvazovana teplotni
zévislost viskozity predpovida zcela extrémni hodno-
ty napéti presahujici mez pevnosti ledu. V téchto ob-
lastech je aktivnim mechanismem uvolnovani napéti
spiSe kiehkd nebo plasticka deformace, které nejsou
ve vyse uvedeném modelu zahrnuty.

Nékdy je v aplikacich mozné uvazovat nasledujici
praktické zjednoduseni nelinearni kompozitni reolo-
gie. V tomto pripadé zafixujeme lokalni mechanické
napéti a velikosti zrn na urcité hodnoté pfi zachovani
obecné teplotni zavislosti. Zahrnutim ostatnich fakto-
ri do referen¢ni, obecné prostorové zavislé viskozity
n% a pro danou referenéni teplotu 9,.; dostaneme né-
sledujici zjednodu$eny vzorec pro viskozitu

Ei (1 1
Neft = MogreXP <; (3 - 19ref))- an

1.2.3 Vliv velikosti zrna

Z tabulky 2 je zfejmé (exponent m > 0), Ze jak smyk
na hranicich zrn, tak difuzni tec¢eni zavisi silné na veli-
kosti zrn. Skute¢na velikost zrn a jeji vyvoj mize proto
velmi ovlivnit vlastnosti ledu. BohuzZel pro vét$inu apli-
kaci je tato informace o hrubosti struktury nedostup-
nd. V pozemskych ledovcich se velikost zrna obvykle
pohybuje mezi 1 a 10mm, ale kupfikladu na Europé
byly teoreticky predpovézeny i mnohem vétsi velikosti

o [MPa]
107 0,01 1 100

teceni limitované

w | skluzem v bazalni
Obr. 3 Vlevo: schéma 2 roviné n = 2,4
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zrna (az 80 mm), pokud vSak k dynamické rekrysta-
lizaci nepfispivé i slapové buzeni. V takovém pripadé
by maximalni velikost zrna byla pravdépodobné mensi
[10]. Z fyzikalniho hlediska je vyvoj velikosti zrn dan
dynamickou rovnovahou mezi dvéma konkurené¢nimi
procesy — spontannim ristem zrn a jejich zmensova-
nim - tzv. dynamickou rekrystalizaci. Prvni proces je
termodynamicky fizen redukci volné energie rozhrani,
druhy souvisi s disipaci mechanické energie pfi vzniku
a vyvoji dislokaci (napft. [10, 3]). Rovnovazna (tzv. pie-
zometricka) velikost zrna zavisi pouze na napéti a lze
ji aproximovat jako [10]

-1,25
s=0(%) (12)
kde b je velikost Burgersova vektoru pro led, D je bez-
rozmérny parametr (fddu 10'-10%), o je velikost mecha-
nického napéti a y je elasticky smykovy modul pruz-
nosti. Vy$e uvedené hodnoty plati pro ¢isty H,O led.
Pokud jsou pritomny dalsi necistoty, jako je prach nebo
klatraty, zachyceni hranicledovych zrn na tyto necisto-
ty (pinning) dale snizuje maximalni velikost zrna [11].

1.2.4 Vliv taveniny

Céste¢né tani v ledové matrici usnadiuje jeji viskézni
(tvarnou) deformaci. Tavenina vznika nejprve na hra-
nicich zrn, proto je tc¢inek kapalné fize primarné
spojen s podporou prokluzu podél hranic zrn [3]. Pt
ptiblizeni k bodu tani se projevi ur¢ité mechanické ze-
slabeni a tzv. pfedtavné efekty v podobé zmény odpovi-
dajicich aktivac¢nich energii a rychlostnich prefaktort
nejen pro prokluz podél hranic zrn, ale i pro disloka¢ni
creep (viz tab. 2). Pfitomnost taveniny, charakterizova-
nd objemovym zlomkem ¢, tak vede k silnému snizeni
efektivni viskozity [12]. Tento vztah lze pro hodnoty do
¢ = 0,3 parametrizovat pomoci [13]

Nett = Negrexp(—vP), (13)

kde y ~ 45, coz odpovida pozorovanému snizeni visko-
zity cca o fad v dasledku 5% zvys$eni porozity.

1.2.5 Pfechod mezi taZznym

a kfehkym rezimem deformace

Pfi dostatecné vysokych diferencidlnich napétich
(a casto pfi dostate¢né nizkych teplotach), naptiklad
v oblastech blizkych povrchiim slapové zatiZzenych le-
dovych mésict nebo na povrchu ledovct tekoucich do-
state¢né rychle nad zvlnénou topografii skalniho pod-
loZi, tvarné teCeni nestali k pfizptisobeni napéti vledu
a spusti se dal$i deformacéni mechanismus — kiehké
poruseni, tedy vznik a $ifeni trhlin. Linedrni elastic-
kéa lomova mechanika (LEFM) poskytuje energeticky
zalozena kritéria pro iniciaci a $ifeni trhlin v zavislosti
na rtiznych rezimech mechanického zatiZeni (viz napf.
[14, 3]). Tkdyz se zde timto tématem nebudeme zabyvat,
zmifime se pouze o tom, Ze v planetarnich aplikacich,
naptiklad v ledové kiife Europy, se o¢ekava prechod
z kiehkého deformacniho rezimu na tvarny, oddélujici
horni ktehkou a spodni tvarnou ¢ést, v hloubce cha-
rakterizované podminkami, za kterych se napéti spo-
jend s tvarnym smykem stavaji srovnatelnymi s mezi
pevnosti ledu pfi dané teploté (napt. [15]).

1.3 Viskoelastickd deformace polykrystalického ledu

Pfi periodickém mechanickém naméhani ledu v ¢aso-
vém méfitku hodin a dnd, ke kterému dochazi napii-

klad v diisledku slapové zatéze buzené naledovych mé-
sicich jejich matefskymi planetami, neni mozné popsat
led ani jako viskézni, ani jako dokonale elasticky. Tzv.
viskoelastickou deformaci, charakterizovanou ztratou
perfektni vratné (elastické) odezvy v dusledku zmén
mikrostruktury ledu, provazi disipace mechanické
energie. Ta muZe hrat vyznamnou roli v energetické
bilanci mésict, zna¢né ovlivnit jejich termdlni vyvoj
a muze byt zasadni pro vytvareni a udrzovani vnitf-
nich ocednii (napt. [13, 16, 17, 18, 19]). Ztrata perfekt-
ni elasticity ledu vystaveného periodickému slapové-
mu zatiZeni je diisledkem mikrostrukturdlnich zmén
v materialu. To znamena, Ze deformace neni po odleh-
¢eni plné vratna, ale obsahuje i jistou nevratnou sloz-
ku. Experimenty naznacuji, Ze tyto procesy nevratné
deformace zahrnuji vSechny ty, které byly popsany
v predchozi ¢asti o tvarném viskéznim teceni, jako je
disloka¢ni te¢eni nebo prokluz podél hranic zrn [20,
21]. To pak ospravedlituje pouziti stejného konceptu
viskozity ve dvou velmi odli$nych procesech - viskoz-
nim teceni v geologickém ¢asovém méritku a v peri-
odické slapové deformaci na ¢asovém meéfitku dnu.
Deformace vyvoland slapovymi jevy je v8ak typicky
velmi mala ve srovndni s deformaci v dasledku viskoz-
niho teceni v geologickych ¢asovych métitcich, takze
deformacni rezimy, ve kterych tyto mechanismy fun-
guji, se vyrazné lisi.

V planetarnich aplikacich je viskoelasticka odezva
ledu obvykle omezena na smykovou slozku deforma-
ce, zatimco objemova slozka ziistava ve vét$iné ptipa-
du elasticka. Vzhledem k rezimu malé deformace jsou
vétdinou uvazovany linedrni modely viskoelasticity
a slozitosti nelinedrni viskozity jsou potlaceny nebo
parametrizovany. Pro linedrni modely lze viskoelas-
ticitu charakterizovat tzv. komplianci (poddajnosti) J,
svazujici historii deviatorické ¢asti Cauchyho napéti S
a tenzoru deformace ¢ v Case t [22]:

260(t) = [ J(t-D$(x,.)dr,  (14)
nebo ve frekvenéni oblasti na frekvenci w
2e9(w) = J(0)S(w), kde J(w) =

= [ j(e ot dr,

kde Fourierovy obrazy % a S jsou oznageny eda§.
Existuje fada empirickych reologii popisujici nee-
lastické chovani, viz prehledovy ¢lanek [21]. Pro zkou-
mani disipace slapové energie v planetarnich ledovych
slupkach jsou nejc¢astéji pouzivany Maxwellovy a And-
radeho modely, jejiz kompliance v ¢asové oblasti spliuji

1 t—t
Jt—1) = ;(1 +E)H(t —1)
Maxwelldv model

J(t—1) =ﬁ(1+";_—MT+(t_T )a)H(t—t) (16)

Satm
Andradeho model

(15)

nebo, vyjadieno ve frekvenéni oblasti,

J@ =+(1-5-)

u Wty

Maxwelliv model

J(w) = §(1 — e+ (00 T) (L + oo) )

Andradeho model
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Obr. 4 Nacrt ledové pokryvky podle [2].

Zde T, oznacuje Maxwelliv ¢as definovany jako
Ty = n/Y, kde 1 je viskozita, {4 a a jsou Andradeho pa-
rametry, H je Heavisideova funkce a I oznacuje gama
funkci. Maxwelltiv model je oblibeny pro svou extrém-
ni jednoduchost jak z hlediska numerické implemen-
tace, tak i z hlediska frekvencni charakteristiky me-
chanické disipace - ma jediné globalni maximum pro
frekvenci w = 1/1;;. Maxwelliv model tak predpovida
maximum disipativniho ohfevu, kdyz se budici (slapo-
va) perioda rovnd Maxwellovu ¢asu. Vzhledem k tep-
lotni zavislosti viskozity a vlivu zahfivani na vnitfni
dynamiku téles muze byt vyvoj slapové odezvy a vniti-
ni dynamiky téles uzce propojen (napft. [13, 16, 23, 24,
25]). Slabinou Maxwellova modelu je, Ze pravdépodob-
né podcenuje disipaci pro krat$i periody buzeni, nez
je Maxwelltiv ¢as. Presnéjsi parametrizaci poskytuje
model Andradeho [26, 27] nebo jeho aproximace Max-
wellova typu [28, 25] ¢iroz$ifeny Burgersertv [21] nebo
Sundbergtv-Coopertv model [29].

2 Teceni pevninskych ledovci

V této kapitole si stru¢né predstavime matematic-
ké modelovani vyvoje ledovcti a ledovych prikrovi.
Zakladni procesy, které idi jejich vyvoj a dynamiku,
jsou v principu relativné jednoduché. Mistni klima-
tické a atmosférické podminky, pfedev§im prostorové
rozloZenia ¢asovy vyvoj teploty a srazek, vedou v pfiz-
nivych oblastech a obdobich ke kazdoro¢ni akumulaci
snéhu a ledu, ktera prevySuje thrn ro¢niho odtavani
asublimace. To ma za nésledek postupné ukladani sné-
hu, jeho zhutnovani vlastni tizi, postupnou pfeménu
snéhu naled a nartistaniledové hmoty - vznik ledovce.
Pokud tyto ptiznivé podminky pretrvavaji dostatec-
né dlouho, objem ledovce se zvétSuje a postupné na-
ristajici smykova napéti v ledu nakonec spusti proces
viskozniho teceni. Ledovec se tedy za¢ne deformovat
a stékat do niz$ich poloh, pokud mu v tom nebrani
topografie skalniho podlozi, viz ilustrativni nacrt
na obr. 4.

2.1 Matematicky model teceni ledovce

V matematickych modelech popisujicich te¢eni ledov-
ct a ledovych ptikrovi na Zemi (pfipadné na jinych
planetach, napf. na Marsu v jeho davné minulosti)
se na led obvykle nahlizi jako na ne-newtonovskou
viskdzni tekutinu s viskozitou zavislou na rychlosti
napéti/deformace, tlaku a teploté. Matematicky model
popisujici vyvoj ledovce je formulovan pomoci bilan¢-
nich rovnic mechaniky kontinua - bilanci hmotnosti,
hybnosti, momentu hybnosti a vnitfni energie. Skalo-
vaci argumenty zalozené na identifikaci charakteris-
tickych métitek vech zucastnénych fyzikalnich veli¢in
a s tim souvisejici bezrozmérné formulace bilan¢nich

rovnic umoznuji prejit od obecného modelu k jedno-
dussimu popisu. Tradi¢né se ptijimaji pfedpoklady ne-
stla¢itelnosti materidlu a zanedbatelné setrvacné sily.
Vysledny systém obsahujici bilance ma tedy nasledujici
podobu tfi parcialnich diferencialnich rovnic pro rych-
lost ledu v, tlak p a (absolutni) teplotu 9 [2]:

divv =0, (18a)
0=-Vp+divS +p;g, (18b)

piCo(®) (B +v-v9) =
(18¢)

= div(k(9)VI) + S: D(v).

Zde g je tihové zrychleni, p; hustota ledu a C, a k jsou
tepelnd kapacita a tepelnd vodivost ledu. Mechanicka
odezva (reologie) ledu je popsana jako zavislost (syme-
trického) tenzoru deviatorického napéti S na tlaku p,
teploté O a symetrické ¢asti gradientu rychlosti

D) = (Vv +Vv).

Jak bylo diskutovano v predchozi kapitole, u pevnin-
skych ledovct je viskozni teceni obvykle uvazovano
v rezimu vysokého napéti, coz odpovida disloka¢nimu
tec¢eni nebo jeho prechodu do superplastického teceni.
Parametrizovan je na zakladé empirického vztahu zna-
mého jako Glentiv zakon proudéni [5, 30], ktery popi-
suje led jako ne-newtonovskou tekutinu s mocninnou
zavislosti deformace na napéti

D(v) = A, p)Si™ (192)

Pfepsanim do standardni (inverzni) podoby s pouzi-
tim viskozity n, dostdvame
1 L 1_Tn
S =2nD(v), pron = Ecﬂ(ﬂ,p) =D, . (19b)
Zde S;;aDj; oznacuji (skalarni) druhé invarianty obou
tenzord, mocninny exponent pro Glentv zdkon tec¢eni
je n =3 arychlostni faktor, A (9, p) je dan vztahem (7)
nebo (8). Tepelna kapacita ledu v rozmezi pozemskych
teplot zavisi na teploté linearné. Tato zavislost je po-
mérné slaba a popsana empirickym vztahem [31]

C,(9) = (146,3 + 7,2539[K])Jkg 1K ~1. (20a)

Teplotni zavislost tepelné vodivosti byva uvazovana
ve tvaru [31]

k(9) = 9,828e~000579Klyym~1K-1, (20b)

Ridici rovnice, ziskané dosazenim reologie (19) a mate-
ridlovych parametri (20) do bilan¢nich rovnic (18), je
potteba doprovodit okrajovymi podminkami na vsech
rozhranich ledovce s okolim. Ty lze velmi obecné for-
mulovat vyrazy ve tvaru

9:®0,p,q-nv,v,Sn) =0,i = 1,2, .., 2la)

popisujicim vztahy mezi stavovymi veli¢inami 9, p,
normalovou a te¢nou slozkou rychlosti v,, v,, norma-
lovou slozkou tepelného toku qn=-kV9-na povrcho—
kuvazovanému povrchu). Konkrétni priklad takového
souboru okrajovych podminek pro studeny (tzv. ne-
temperovany) pevninsky ledovec se dvéma odli$nymi
rozhranimi - hornim volnym povrchem a spodnim
rozhranim led-podlozi - by byl nasledujici:

B horni povrch ledovce

(—pl + S)n = —p3™n, 9 = 95, (21b)

99 Pro vhodné
klimatické
podminky vede
ukladani snéhu
ajeho zhut-
novani vlastni
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a ke vzniku
ledovce, €€



24 Referdty

9 Analyticky
vyresit systém
rovnic fidicich
vyvoj ledovcd
je prakticky
nemozne.

\/ dUsledku toho
raji numeric
ké simulace

v soucasneé
glaciologii
klicovou roli, €€

specifikujici mechanicky volny povrch (vystaveny
atmosférickému tlaku p*'™) a povrchovou teplotu 9°
(danou jako funkci polohy a ¢asu);

B rozhraniled-podlozi

q-n = —q#°°, pokud 9 < gmelting,

q-n=—q8°+v-Sn+La®, (21¢)
pokud 9= Bmelting’
a
v, = 0,v; = 0, pokud 9 < gmelting
b
\ %;' v = _a(Sn)p (21d)

pokud § = gmelting,

Tepelné i mechanické podminky na baziledovce
se lidi v rezimu ,,pfimrzlého” podlozi (9 < 9melting)
a reZimem ,temperovaného® podlozi (9§ = 9melting),
ve kterém miize dojit k tdni ¢i namrzani. Prvni pod-
minka (21c) specifikuje bud spojitost norméalniho
tepelného toku s geotermdlnim tepelnym tokem
g%, nebo dava do souvislosti rychlost tani/namrza-
nia® (kladna pro tani) na spodnim rozhrani (L znadi
latentni teplo tani) se skokem normalovych tepel-
nych toki a tepelného vykonu tfecich sil na kontak-
tuledovce a podlozi (¢len —v- Sn). Druha podminka
(21d) uréuje normalovou a te¢nou slozku rychlos-
ti ledu na kontaktu s podlozim. Normalova slozka
je nula v pfimrzlém rezimu, nebo je dana rychlosti
tani/namrzani a’. Te¢na slozka (21d) je dana sklu-
zovym zakonem v glaciologii ¢asto uvazovaném
ve formé Weertmanova typu [32, 33], v tomto pii-
padé ma skluzovy koeficient a tvar

[(on)<|?
%= S0 omy e
tj. zavisi na p, g, mocninach te¢nych a normélovych
sil (on), = on — (n-on)n, (on),, = n-on.

Dopliime, Ze vy$e uvedené plati pro nehybné pod-
lozi. Pro velké pevninské ledové ptikrovy modelované
na dlouhych ¢asovych $kalach byva nutné uvazit defor-
maci podloZi buzenou ledovcovou zatézi v procesu tzv.
izostatické relaxace (viz napf. [34, 35]). V tomto pripadé
je tfeba ve vy$e uvedenych vzorcich nahradit rychlost
na rozhrani relativni rychlosti viici predepsané (poci-
tané) rychlosti deformace podlozi samotného.

Po zavedeni pocate¢nich podminek ve formé po-
¢atecniho rozlozeni teploty a pocate¢ni geometrie le-
dovce, zahrnuje problém termomechanického vyvoje
ledovce feseni vyse uvedeného systému fidicich rovnic
spolu s kinematickou podminkou, tj. vyvojovou rovni-
cipro geometriiledu. Pokud je geometrie ledu popsana
vyskovou funkei f* (popisujici vysku povrchu ledovce
nad néjakou pevnou referenéni rovinou povrchu), pak
je kinematicka podminka (v globalnim kartézském
soufadnicovém systému) popsdna rovnici

S S S
aaLt + Vx%+ vy%— v, =a’(t,x,y,2). (22)

Zdrojovy ¢len na pravé strané, tzv. povrchova aku-
mulacni/abla¢ni funkce a®, popisuje rychlost pribyvani
nového ledu v disledku srazek, nebo naopak rychlost,
jakou led na povrchu odtava.

Matematicky ma problém podobu systému kvazi-
statickych (bilance hmotnosti a hybnosti) a evolu¢nich
(energeticka bilance) parcidlnich diferencialnich rov-

nic (PDR), fesenych ve vyvijejici se geometrii (kinema-
tické podminky). To ¢ini problém v této plné obecnosti
pomérné naro¢nym jak z analytického, tak numeric-
kého hlediska, a proto jsou ¢asto zavadéna dalsi zjed-
noduseni.

2.2 Aproximace mélkého ledu a jeji zobecnéni
Analyticky vyfesit systém rovnic fidicich vyvoj ledov-
ct, jak je uvedeno vyse, je prakticky nemozné, s vyjim-
kou nékolika velmi specidlnich ptipadt. V dusledku
toho hraji numerické simulace v soucasné glaciologii
klicovou roli. Zajimavé je, ze i pfi moznostech moder-
nich superpocitacu zustava feSeni vyse specifikované-
ho, tzv. plného Stokesova-Fourierova modelu naro¢né
zejména pro dlouhodobé a rozsahlé simulace ledovych
ptikrov, jako jsou antarkticky nebo gronsky. V téch-
to ptipadech museji byt zavedena dalsi zjednoduseni,
ktera umozni snizit vypocetni pozadavky a uéinit vy-
pocty proveditelnymi. Pro pevninské ledovce a ledo-
vé prikrovy, tedy ledové masy spocivajici na néjakém
pevném podlozi (na rozdil od plovoucich ledovych mas
- tzv. ledovych $elft), je populdrni a $iroce pouzivané
zjednoduseni zaloZeno na formalnim asymptotickém
roz$ifeni systému Fidicich rovnic pomoci malého pa-
rametru - poméru &€ = H/L, vyjadfujicim ,,plochost*
ledovce ve smyslu poméru jeho charakteristické tloust-
ky H a charakteristického laterdlniho rozméru L. Pro
velké ledovce aledové prikrovy na Zemima tento para-
metr typickou hodnotu <1072 Zvlasté dtlezita je limita
nultého fddu tohoto formélniho asymptotického roz-
voje, tzv. aproximace mélkého ledu (Shallow Ice Appro-
ximation — SIA), kterou zavedli Hutter [36] a Morland
[37]. Vychazi z hydrostatické aproximace za predpokla-
du S3; ~ 0, coz umoznuje integrovat vertikalni slozku
bilance hybnosti. SIA déle zavadi nasledujici apriorni
s$kalovani slozek tenzoru napéti

Sxy) Sy, = 0(e)pigH, Sy Syy,Sxy = 23)
= 0(e*)p;gH,

coz znamend, Ze smykovd napéti S, S,, dominuji
v dynamické odezvé ledovce. Zavedenim tohoto $ka-
lovani do fidicich rovnic a pouzitim pouze ¢lent nej-
vys$iho fadu v mocninném rozvoji v € umoziuje tato
sada predpokladu explicitné vyjadrit slozky smykové-
ho napéti v uzavieném tvaru

afs
—pig(f*—2) 5

Sxz (24a)

IR

S (24b)

IR

S
vz _pig(fs - Z) %:
tedy umérné lokalnimu sklonu povrchu. Velkou vy-
hodou SIA aproximace je, Ze umoznuje ziskani rych-
lostniho pole na zakladé (24) integraci odpovidajicich
tenzorovych slozek Glenova zakona (reologie) (19). Vy-
sledkem jsou nasledujici formule

VX (t, 3;}?:' Z) = (253.)

_ z , , ,

V2 = 200" VoI L [ AW (S - 2)dz,
v, (t,x,y,2) = (25b)

—19f° ’ , ,
vh = 20pg)" [V f " L [, AN — 2)"dz,

kde v2, Vf jsou slozky rychlosti na kontaktu s podlo-
zim, n = 3 je exponent Glenova zdkona toku a
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Zbyvajici vertikalni slozku rychlosti v, 1ze ziskat in-
tegraci bilance hmoty (18a) a z takto ziskaného kom-
pletniho rychlostniho pole, véechny zbyvajici slozky
napétilze ziskat pomoci (19b). Diky tomu je numericka
implementace mechanické ¢asti SIA problému vypo-
¢etné v podstaté trividlni - omezend na jednorozmér-
né (vertikalni) integraly. Oproti tomu libovolna jina
numericka diskretizace ptivodniho neaproximované-
ho problému vede typicky k nutnosti fesit veliké sys-
témy linearnich ¢i nelinedrnich algebraickych rovnic.
Za pozornost stoji, Ze evolu¢ni rovnice pro topografii
povrchu (22), kterd je pivodné hyperbolicka, pripousti
podle pfedpokladu SIA preformulovani do tvaru

aa_fts - Vh ) (:K:(lvhfsl)vhfs) =as. (26)

Pokud je pfi numerické implementaci této rovni-
ce pouzita explicitni ¢asova diskretizace a nelinedr-
ni difuzivita (K (|V,f*|), je vyhodnocena ze sklonu
povrchu v pfedchozim ¢asovém kroku, kinematicka

a) Bazalni teplotni rezim odvozeny z terénnich atvart

rovnice se stava efektivné linedrni parabolickou. To
samoziejmé vyrazné zlepsuje numerickou stabilitu
numerického feSeni vyvoje geometrie. Kombinace
téchto implementa¢nich vyhod a stability vedla k vel-
ké oblibé SIA a jejimu castému vyuZivani, zejména
pti paleosimulacich velkych ledovych prikrovi, tj.
v simulacich zahrnujicich stovky tisici az miliony let
(napt. [38, 39, 40, 34, 41, 42, 43]). Platnost aproximace
mélkého ledu se bohuzel opird o specifické predpo-
klady na $kalovani slozek pole napéti (23), které jsou
v mnoha dulezitych pfipadech v mensi ¢i vétsi mire
poruseny (napt. [44]).

Je zndmo, ze SIA selhava naptiklad pfi popisu le-
dovych proudt (ice streams), rychle se deformujicich
z6n u hranic ledovcd, jimiz usti do moti. Jejich pohyb
je totiz vyrazné urychlovan prokluzem po vodou sma-
¢eném podlozi. SIA neplati ani pro ledové Selfy - plo-
vouci ledové masy, v jejichZ dynamice dominuji podél-
na nesmykova napéti. Nepopisuje ani pfechodové zény
mezi pevninskymiledovymi ptikrovy aledovymi Selfy,
které urcuji dynamiku kotvici linie (grounding line).
Tento fenomén je zdsadni pro pochopeni a predpové-

b) Bazalni teplotni rezim odvozeny z numerickych simulaci (t = 5000 ka)
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Obr. 5 Srovnani mezi geomorfologickou rekonstrukci a numerickou simulaci paleoledovce v oblasti Isidis Planitia na Marsu.
a) Mapa rozlozeni soucasnych povrchovych utvari v oblasti Isidis spolu s jejich interpretaci na zakladé termélniho rezimu
podlozi predpokladaného paleoledovce (podle [55]). b) Mapa numericky simulovaného teplotniho rozlozeni na kontaktu
ledovec-podlozi. Tmavé cervené jsou oblasti, kde dochazi na kontaktu k ¢aste¢cnému natavéni ledu, a tedy vzniku kapalné
vody. c) Geomorfologicka rekonstrukce sméru proudéni ledovce s orientaci Utvard tzv. Arcuate Ridges a Aligned Cones
(podle [55]). Cervené jsou oznacena mista nesouladu s numerickym modelem. d) Mapa povrchové topografie a rychlostni-
ho pole numericky simulovaného ledovce ve kvazistacionarnim stavu. Pfevzato z [43]
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9 Davné klima-
tické podminky
dovolily
vytvorit masivni
ledovy prikrov
v krateru Isidis.
Simulované
proudéni

ledu poskytlo
podporu pro in-
terpretaci dnes
pozorovanych
geomorfologic-
kych Utvard. €€

di destabilizace Selfovych ledovci, ke kterym dochazi
v narustajici mife v disledku globalnich zmén klima-
tu. V neposledni fadé jsou predpoklady SIA proble-
matické u mensich ledovcti horského typu, u kterych
je parametr plochosti € mnohem vétsi nez u ledovych
ptikrova a formdalni asymptoticky rozvoj polnich ve-
li¢in a Fidicich rovnic vzhledem k tomuto parametru
prestava davat dobry smysl.

Naéprava v téchto ptipadech byla hleddna pomoci
fady ruznych pristupt. Naptiklad zavedenim alterna-
tivniho apriorniho $kalovani slozek tenzoru napéti je
mozné ziskat model stejného fddu presnosti jako SIA,
av$ak popisujici dynamiku $elfovych ledovcu - tak-
zvanou mélkou $elfovou aproximaci (Shallow Shelf
Approximation — SSA [45, 46]). Dale byly navrzeny
hybridni modely kombinujici SIA se SSA tak, aby za-
chytily dynamiku pevninskych i plovoucich ledovct
véetné prechodovych oblasti mezi nimi (napft. [47]).
Tzv. modely vy$siho Fadu byly navrzeny jako dalsi ¢le-
ny formalniho asymptotického rozvoje odpovidajici
SIA (a SSA), ptikladem je SIA prvniho nebo druhého
radu (FOSIA, SOSIA, napt. [36, 48]). Alternativné byla
odvozena samostatna tfida modela vy$siho fadu pii-
mo z uplného Stokesova problému zanedbanim jistych
¢lent na zdkladé $kalovani, ale bez pouziti asympto-
tického rozvoje. Vétsina téchto modeld si zachovava
komponenty deviatorického napéti, opomijené v SIA,
nejpopularnéjsi z nich je asi Blattertiv-Pattyniv mo-
del [49, 50]. Systematicka hierarchie modelt vyssich
radi je vybudovana v [51]. A kone¢né, s rostoucim vy-
pocetnim vykonem modernich pocitact se v posled-
ni dobé stéle vice vyuzivaji i plné Stokesovy modely
(napt. [52, 53, 54]).

Ukdzka numerického modelu - hypotéza 3 miliardy
let starého polytermdliniho ledového pfikrovu v oblasti
krateru Isidis Planitia na Marsu.

Guidat et al. [55] navrhli glaciologickou interpreta-
ci souboru geomorfologickych utvart nachazejicich
se v oblasti Isidis Planitia — velké rovnikové impakt-
ni panve na povrchu Marsu. Pro ovéfeni této hypo-
tézy jsme v ¢lanku [43] vyvinuli numericky kéd pro
simulaci podminek na ddvném Marsu pred priblizné
3 miliardamilet a pro zkoumani zalednéni v této oblas-
ti. Myslenka tohoto davného zalednéni byla zalozena
na dfive publikovanych vysledcich modelu globalniho
atmosférického proudéni na Marsu (GCM [56]). Tento
model ukazal, Ze béhem obdobi velkého sklonu rota¢-
ni osy vyskytujici se v marsovské historii [57] mohly
byt podminky v oblasti Isidis pfiznivé pro akumulaci
ledu, a tedy tvorbu ledovce. Pfevzetim syntetickych dat
akumulace a povrchovych teplot z GCM a jejich dopl-
nénim o model syntetického geotermalniho tepelné-
ho toku na zdkladé prace Grott and Breuer 2010 [58]
naSe simulace odhalily, Ze v kréateru Isidis se v souladu
s davnymi klimatickymi podminkami mohl vytvotit
masivni ledovy prikrov o tloustce nékolika kilometra
(obr. 5). Tepelné izola¢ni efekt ledové pokryvky spolu
s lokalnim minimem geotermalniho tepelného toku
v dtisledku chybéjici kiiry v oblasti impaktu vedl v na-
$ich simulacich k dosazenibodu taniv oblasti prstenco-
vého tvaru pod ptikrovem ledu. To umoznilo vysvétlit
pfitomnost vody na podlozi v takto netypicky tvarova-
né ¢asti ledovcové zakladny. Spole¢né se simulovanym
proudénim ledu poskytl model i podporu pro inter-
pretaci dnes pozorovanych geomorfologickych atvart

jako pozustatkd davné subglacidlni hydrologické sité
kanalu a souvisejicich glacialnich reliktu.

3 Slapova deformace ledovych slupek

V této casti se zaméfime na matematické modelova-
ni slapové buzené deformace vnéjsich slupek ledovych
mésict ve Slune¢ni soustave.

Pro ledovce a ledové prikrovy diskutované v pred-
chozi kapitole studujeme zejména jejich vyvoj v dusled-
ku klimatickych zmén (snéhové srazky, tani) a jejich te-
¢eni. Hlavnim deformaénim mechanismem je viskozni
teceni, které postupné relaxuje smykova napéti vznikla
pusobenim gravitace. Vledovych vrstvach mésict, kte-
ré tvoii naptiklad vnéjsi slupku Jupiterova mésice Eu-
ropy ¢i Saturnova mésice Enceladu, miize k podobné
viskozni ¢i viskoelastické relaxaci dochazet také v re-
akci na dalsi typy vychyleni z hydrostatické rovnovahy.
Mezi tyto studované procesy patii odezva ledové slup-
ky napt. v dtsledku vzniku impaktniho krateru [59]
nebo heterogenit tepelného toku na kontaktu s pod-
povrchovym ocednem a tim vybuzeného tani ¢i namr-
zani (napt. [60, 61]). Na rozdil od pozemskych ledovci
dochazi vledovych slupkach vzhledem k povaze buze-
ni k viskéznimu teceni typicky na dlouhych ¢asovych
gkalach tisicti az miliond let.

Kromé toho je v$ak rada téchto téles vystavena ¢a-
sové proménlivému silovému plisobeni materskych
planet na vyrazné kratsi (orbitdlni, typicky v fadu dnt
¢i desitek dnti) ¢asové skéle v diisledku ptisobeni sla-
povych sil. Slapové buzend deformace je mnohdy kli-
¢ova jak pro vnitfni vyvoj, tak pro vyvoj orbitalnich
parametri téchto téles a hraje i nezastupitelnou ulohu
v otdzce urcovanti jejich vnitfni struktury.

3.1 Slapovd deformace ledovych mésict
Ledové mésice obrich planet ve Slune¢ni soustavé jsou
vystaveny slapovému silovému ptisobeni od jejich ma-
tefskych téles. Slapové sily jsou vysledkem lokalni ne-
rovnovahy mezi gravitaci od matefského télesa na pri-
vracené a odvracené strané mésict a odstfedivou silou
obéhovou. Ackoli jsou oba mésice uzamdeny v tzv. véa-
zané rotaci (rota¢ni a obéhova perioda jsou si rovny),
je toto slapové buzeni ¢asové proménlivé v diisledku
nenulové vystfednosti drah mésicii (obr. 7).

Casova perioda tohoto mechanického buzeni je
v ptipadé Europy ptiblizné 85 hodin a v pripadé Ence-

Obr. 7 Schéma znazornujici slapové plsobeni pro télesa
uzaméend v synchronni rotaci (rota¢ni a obézna perioda
jsou si rovny, w = 211/T,, = 2n1/T,,p). Slapové deformova-
né téleso (modry kruh) pohybujici se po obézné draze
(elipsa), v jehoz ohnisku je umisténo centralni téleso (S).
Cerna tu¢na usecka znadi nulty polednik, ktery v prvnim
pfiblizeni sméfuje do prazdného ohniska (maly kruh).
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Obr. 6 Vlevo: Nacrt soucas-
né predstavy o struktuie Europa
Jupiterova mésice
Europy a Saturnova
mésice Enceladu.
Vpravo: Vizualizace
matematického modelu
Enceladu s kone¢né-
prvkovou vypocetni
siti, zahusténou v okoli
Jtygfich pruhd” - ctyr
vyznamnych zlom0 v ob-
lasti jizniho pdlu. Zdroj
NASA/JPL/SSI/USRA/LPI

Enceladus

ladu necelych 33 hodin. V reakci na kratkoperiodické
sily reaguji ledové slupky mésict prevaziné elastickou
(vratnou) deformaci, s pouze omezenym vlivem ne-
vratnych déjt spojenych s viskoelasticitou, plasticitou
apod. Tyto nevratné déje mohou zptisobit ¢asovy po-
sun mezi budici slapovou silou a vzniklou deformaci.
Vyznamnym dtisledkem nevratné slapové deformace je
disipace ¢asti mechanické energie, tzv. slapové zahfti-
vani. Pro Europu i Enceladus je odpovidajici slapové
zahfivani dalezitou slozkou jejich energetické bilan-
ce a miize byt zodpovédné za vznik a udrzovani jejich
vnitfnich kapalnych oceant. Pritomnost a udrzitelnost
téchto ocednt je ¢ini velmi atraktivnimi z astrobiolo-
gického pohledu.

Europa i Enceladus jsou diferencovana télesa (viz
obr. 6 vlevo). Slapova odezva a mechanicka disipace
jsou tedy zavislé na mechanickych vlastnostech jednot-
livych vrstev. Kuptikladu mechanickd disipace v ne-
konsolidovaném poréznim silikdtovém jadie Encela-
tohoto malého mésice [17, 19]. Na Europé mtize byt
disipace v silikatovém plasti zodpovédna za udrzova-
ni vulkanické aktivity az do soucasnosti [62]. Disipace
v podpovrchovych vodnich ocednech byla téz uvazo-
vana i numericky modelovana [63, 18, 64, 65]. Vysled-
ky numerickych modelt v§ak naznacuji, ze disipace
v ocedanech hraje v sou¢asném stadiu vyvoje téchto té-
les az druhotadou tlohu. Jeji role by mohla byt vSak
zasadni v obdobich, kdy by tloustka ocednu byla pod-
statné mensi, nez je tomu v soucasnosti (napt. v dsled-
ku postupného zamrzani ocednt v priibéhu chladnu-
ti mésictr). Jako potencidlné vyznamna je uvazovana
i role slapové disipace ve vnéjsich pevnych ledovych
slupkach [13, 23, 24], coz podnitilo i nd§ vyzkum a ved-
lo k fadé numerickych studii, které struéné zminime
nize poté, co si predstavime matematickou formulaci
téchto modelt.

3.2 Matematicky model slapové
deformace a zahfivdni

Mechanicky problém

Mechanicka ¢4st matematického modelu slapové de-
formace ledovych slupek predstavuje kvazistatickou
rovnovahu mezi silovym zatiZenim slapovou objemo-
vou silou f = ~VV!4L, reprezentovanou slapovym po-
tencidlem V'L a deformaci slupky, jez v télese vybudi
prirtstkové mechanické napéti reprezentované pri-
riistkovym Cauchyho tenzorem napéti o (pfirtistkové
vzhledem k referenénimu typicky hydrostaticky pred-
pjatému stavu). Na rozdil od ledovcti, u nichz dochazi
vlivem te¢eni k velkym deformacim, pro planetarni sla-
povou deformaciledovych slupek jsou typické malé de-
formace, kuptikladu pro Europu v ¥adech 107 [13, 66].

led |
oceéan
bohaté na silikaty

Il bohaté na zelezo

To umoznuje zanedbat objemové zmény v diisled-
ku slapové deformace a nésledné nefesit bilanci hmo-
ty. Mechanicky problém se tim redukuje na nasledu-
jici tlohu

dive —p;VV =0, 27)

kde p; zna¢i hustotu ledu. Poruchovy potencial je moz-
né rozlozit nasledovné

V= Vtidal + 6vtidal_ (28)

Prvni ¢len predstavuje slapovy potencial buzeny ma-
tefskym télesem (Saturnem ¢i Jupiterem) a druhy ¢len
popisuje tzv. selfgravitaci - zménu gravita¢niho poten-
cidlu mésice v diisledku jeho vlastni deformace slapy.
Slapovy potencidl je mozné priblizné (do prvniho fadu
vzhledem k vystfednosti) vyjadrit pro télesa ve vazané
rotaci jako explicitni funkci ¢asu f, poloméru r, a mési-
copisné kositky 0 a délky ¢ nasledovné [67]:

ptdal — 24,20 {% P2(cosB)coswt — %Pzz (cosH)

[3coswt cos2¢p + 4sinwt sin2¢]}, (29)
kde w znaci orbitdlni a rota¢ni thlovou frekvenci, P02
a P2 jsou pridruzené Legendreovy funkce. Pro radial-
né symetrické izotropni elastické téleso (¢asto postacu-
jici aproximace redlné struktury planetarnich slupek)
muze byt efekt selfgravitace parametrizovan pomo-
ci tzv. potencidlového Loveova ¢isla k, [68]. To dava
do vztahu dodate¢ny, deformaci vybuzeny gravita¢ni
potencidl a budici slapovy potencial na povrchu téle-
sa (r = R) na daném stupni sférického harmonického
rozvoje £

sv,89al — g,y tdal ooy, (30)

Ve vy$e uvedeném pripadé slapové sily plati € = 2. Pro
uplnost poznamenejme, Ze tento vztah je mozné zo-
becnit i na pripad linedrni viskoelastické reologie,
pokud se nahradi redlna Loveova ¢isla komplexnimi.
Potencialové Loveovo ¢islo tedy charakterizuje slapo-
vou odezvu (gravita¢ni efekt) a md vyznam zejména
proto, Ze pfedstavuje métitelnou veli¢inu.

Jelikoz zmény objemové hustoty uvnitf slupek jsou
v prubéhu jejich deformace zanedbatelné, hlavnim
budicim zdrojem selfgravitace jsou deformace povr-
chu a obecné rozhrani mezi vrstvami raznych hustot.
V tom ptipadé se odpovidajici selfgravitaéni potencidl
¢asto hleda pomoci tzv. Helmertovy kondenzacni me-
tody (napf. [69]).

Predpoklad malych deformaci umoznuje ulohu
formulovat na pevné vypocetni oblasti, kde jsou de-
formace rozhrani nahrazeny efektivné ekvivalentni-
mi okrajovymi podminkami. Pro pfipad jednoduché
homogenni slupky se dvéma rozhranimi - hornim
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9 Jelikoz

k termalni
konvekci

a slapové de-
formaci dochazi
na velmi odlis-
nych ¢asovych
skalach, je
zapotrebi tyto
procesy oddélit
IV numeric
kych modelech
anasledné je
vhodné kom-
binovat. €¢

povrchem I™” a spodnim rozhranim mezi slupkou
a podpovrchovym ocednem I'* - jsou tyto podminky
v linearizovaném tvaru nasledovné [25]:

on + u,.p;gn =0, naI'?, (31a)

on —u,(p,, — p)gn = np,,V, naI*. (31b)

vy

Zde n znaci vnéjsi jednotkovou normalu k povrchu,
p; a p,, jsou hustoty ledu a kapalné vody, g je velikost
gravitaéniho zrychleni a u, je radidlni posunuti roz-
hrani. Cleny obsahujici u,, vyjadtuji efektivni tizi de-
formovaného rozhrani, ¢len na pravé strané ve druhé
podmince reprezentuje prirtistkovy tlak z ocednu vy-
buzeny slapy.

Reologie ledu, tedy zéavislost ptiriistkového Cauchy-
ho tenzoru napéti o na deformaci, mize byt na slapo-
vé Casové $kale (3,55 a 1,37 dne pro Europu a Encela-
dus) dobfe aproximovédna modelem elastické izotropni
(hookeovské) pevné latky. Presnéjsi feseni vyzaduje za-
hrnuti viskoelastickych efektti do smykové deformace
ledu. Dva nej¢astéji pouzivané modely jsou Maxwelltv
a Andradeho model linearizované viskoelasticity. Reo-
logicky vztah Ize zapsat ve tvaru

o = Kdivul + S, (32)

kde K je objemovy modul pruznosti a deviator pti-
ristkového napéti S spliuje Hooketv zdkon S = 2pe?
v elastickém pripadé, nebo

2et = f_too](t — 1S (7,)dt (33)

v ptipadé viskoelastickych modeld. Kompliance jsou
dany vztahy (16) nebo (17). V ptiblizeni malych defor-
maci v téchto modelech uvazujeme ¢asto zjednoduse-
ny model viskozity typu (11), zavisly pouze na teploté

n = neexp <§ G- é)) (34)

kde E je aktivacni energie, R univerzalni plynova kon-
stanta, 9, je teplota na rozhrani ledu s ocedanem, tj. lo-
kalni teplota tani v nitru mésice. Prefaktor n, predsta-
vuje nejnizéi viskozitu daného materialového modelu
ledu a jedna se pro kazdy mésic o volny parametr, za-
visejici napt. na velikosti ledovych zrn. Pro predstavu,
v praci [61] je ukdzano, Ze hodnoty tohoto parametru
mensi nez 3x 10" Pa s by v piipadé Enceladu byly ne-
konzistentni s pfedpokladem, Ze pozorovany stav to-
hoto mésice je rovnovazny.

Termdlni problém

Teplotni rozlozeni uvnitt slupek ledovych mésicu, kte-
ré zasadné ovliviiuje napriklad jejich viskozitu a né-
sledné tedy i disipativni ztraty, zavisi zdsadnim zpt-
sobem na rezimu, v jakém dochazi k pfenosu tepla
zda dochdzi v téchto planetdrnich vrstvach k termdlni
konvekci (pfenos tepla proudénim), ¢i zda se teplo $ifi
pouze kondukci (vedenim) tepla. Zatimco pfitomnost
konvekce je nepravdépodobna v malinkém Enceladu
s nizkou gravitaci a tenkou slupkou, v o mnoho vétsi
Europé je relativné pravdépodobnd ptitomnost kon-
vektujici vrstvy ledu pod svrchni chladnou konduk-
tivni éasti slupky [70].

Tyto dva rezimy pfenosu tepla se zasadné lisi z po-
hledu slozitosti matematickych modeld, které si kladou
za cil kombinovat slapovou disipaci s termalnim vyvo-
jem téles. V ¢isté konduktivnim pfipadé je teplotni pro-

fil ve slupkach vétsinou radidlné zavisly. Vy¢islit ho lze
bud analyticky, nebo s malymi dodate¢nymi vypocet-
nimi naroky numericky feSenim jedné skalarni PDR.
Pro stacionarni teplotni profil se slapovym zahfivinim
h(r, 6, ¢), Fesime ulohu

—div(k(9)V9) = h, (35)

kde k(9) je tepelna vodivost ledu, v planetarnich apli-
kacich je uvazovana vétsinou ve tvaru [4]

k(8) =2, ko =651 Wm™", (36)

Zdrojovy ¢len na pravé strané h predstavuje casové
zprimérované (pfes slapovou periodu P) disipativni
slapové zahfivani

h=3 ) S:DW)d. (37)

Oproti tomu druhy ptipad, konvektivni rezim, vy-
zaduje hledat kombinované feSeni termomechanic-
kych rovnic popisujicich proudéni na dlouhych ¢a-
sovych skalach. To zahrnuje bilance hmoty, hybnosti
a energie, ¢asto uvazované v tzv. Boussinesqové apro-
ximaci. Jelikoz k termdlni konvekci a slapové deformaci
dochdzi na velmi odlisnych ¢asovych $kalach, je zapo-
tfebi tyto procesy oddélit i v numerickych modelech
a nasledné je vhodné kombinovat.

Rovnice termalni konvekce v (rozs$ifené) Boussines-

qové aproximaci predstavuji nasledujici problém [71]:
divv =0, (38a)

0 =—Vp +div (2nD(v)) — p;a(9 — 9o (r))g,(38b)

29 _
poCy (57 +v-V9) = s
= div(k(9)V9) + 2n|D(W)|? + poadv - g+ h,

kde v znaci konvektivni rychlost, p dynamicky tlak,
n viskozitu ledu, a koeficient teplotni roztaznosti, 9,
referen¢ni teplotu, C, tepelnou kapacitu ledu a slapo-
vé zahfivani h je opét urceno (37) na zakladé vypoctu
slapové deformace.

Okrajové podminky

V obou vys$e zminénych pripadech je zapottebi speci-
fikovat také okrajové podminky na obou rozhranich.
Narozhraniledové slupky a vnitfniho ocednu je teplota
rovna lokalni teploté tani

9 = 9l na TP 39)

V pripadé konvektujici slupky je navic potfeba uvazo-
vat tzv. Stefanovu podminku, svazujici skok normalo-
vého tepelného toku na rozhrani s rychlosti tani ¢i na-
mrzani vztahem

Lp;i(v—=v)-n=(q; — q) - n nal’". (40)
Zde L je latentni teplo tdni ledu, p; hustota ledu, v ma-
teridlovd rychlost ledu na rozhrani, v rychlost pohybu
rozhrani a q; a q, jsou tepelné toky v ledu a ocednu.
Na svrchnim rozhrani je bud pfimo predepsana efek-

tivni povrchova teplota uréena dopadajicim zafenim
Otop na TP (41)

nebo je uvazovana radia¢ni podminka

Qi N =50,0* =9 nar'. (42)

kde ¢, je emisivita, o, je Stefanova-Boltzmannova kon-
stanta a 9, je tzv. efektivni (insola¢ni) teplota. Ta je ku-
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Obr. 8 Zavislost deformace uniformni
ledové slupky Enceladu lu:)(g:))
na ztenceni ledové slupky 0.7
v pericentru (t =0, vzorec 29), 8'2
jizni polokoule, ortograficka 0.25

projekce. Barevnou skalou je

znazornéna velikost defor-

mace. Vlevo nahofe: model

bez zlomi a konstantni

tloustka slupky (25 km), vievo

dole: deformace v pfipadé

lokalné ztenéené slupky pfi +proménna
zachovani primérné tloust-

ky, vpravo nahote: vliv zloma proménna
na deformaci pro model Jul (m)

konstantni tloustky slupky, 1,00

vpravo dole: zesileni vlivem 8’?

lokélniho ztenceni slupky 0,5

a pfitomnosti zlomd. 0,35

prikladu pro Europu cca 100 K a pro Enceladus jesté
méné (59 K). Pro mechanickou ¢4st problému v pfipadé
konvektujicich slupek je nej¢astéji uvazovana tzv. free-
-slip podminka (napt. [71]).

Ukdzka numerického modelu - vliv realistického tvaru
slupky a pritomnosti zlom{ na slapovou deformaci

vnéjsi ledové slupky Enceladu

Velikost slapové deformace je ur¢ena nejen materidlo-
vymi vlastnostmi ledu, ale i mechanickym oddélenim
ledové slupky od hlubsich ¢asti mésict diky pritomnos-
ti ocednu, tloustkou ledové vrstvy a jejimi variacemi.
V sérii ¢lanki [72, 73, 25, 74] jsme se zabyvali studiem
vlivu realistického ztenceni ledové slupky (model tva-
ru ziskany inverzi gravita¢nich a topografickych dat,

proménna tloustka bez zlom

zvétseni 5000krat
lul (m)

Obr. 9 Vyvoj deforma-
ce ledové slupky
v okoli jizniho pdlu
ve trech okamzi-
cich v pribéhu jed-
noho obéhu (zveli-
¢ené zmény tvary;
velikost deformace
znazornéna
barevnou skalou).
Vlevo: model
s proménnou |
tloustkou slupky
bez zlomd, defor-
mace zvétsena
5000krat. Vpravo:
model s promén- Jul (m)
nou tloustkou se
zlomy, deformace
zvétsena 2000krat.
Nahofe: deformace
v pericentru, upro-
stied: deformace
v jedné Ctvrtiné
orbity, dole: defor-
mace v apocentru.

t=0,00T

lul (m)

0,25T

t

t=0,50T

1ul (m) uniformni, zlomy

1,20

1,0

0,7

+zlomy 0,5
_ 0,25

+proménna

proménna, zlomy
lul (m)
7,00
5,3

37
+zlomy 2.0

_— 0,35

napf. [61]) a pfitomnosti systému Etyf paralelnich zlo-
mu v jihopolarni oblasti Saturnova mésice Enceladu.
Numerické simulace (obr. 8) ukazuji, Zze pfitomnost
lokalniho ztenceni ledové slupky v jihopoldrni oblas-
ti (obr. 8, vlevo dole) i pfitomnost zlomi bez ztenéeni
slupky (obr. 8, vpravo nahote) vyusti v mirné lokal-
ni zvyseni deformace. Synergicky efekt ztenceni a me-
chanického oslabeni zlomy (obr. 8, vpravo dole) vede
k zesileni slapové deformace v této oblasti témér o fad.
Deformace tak muize dosahovat nékolika metrd, pokud
neuvazujeme tfeni na zlomech. Pro uplnost pfipomer-
me, ze velikost deformace ptirozené zavisi na fazi vy-
voje (obr. 9). V pericentru je radialni posunuti v oblasti
polt negativni, zatimco v apocentru je pozitivni. Tato
pravidelnd deformace na kratkych ¢asovych $kélach

proménna tloustka se zlomy
zvétSeni 2000krat
lul (m)

lul (m)

lul (m)
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muze v pripadé ¢aste¢né nevratné deformace vést jak
k disipaci energie uvnitf ledové slupky, tak i podél zlo-
mi, pokud je zahrnuto tfeni [74].

Numericky konecnéprvkovy model umoznuje od-
hadnout mechanickou disipaci a tedy slapovou defor-
maci zpusobené ohfivani slupky a kvantifikovat tak
jeho roli v energetické bilanci Enceladu. Numerické si-
mulace naznacuji, Ze celkovy disipativni vykon slup-
ky je maximalné kolem 2 GW v celé slupce [25] a dale
maximalné 1 GW podél zlomu, pokud je uvazovano
tfeni podél zlomu [74]. Celkové tepelné ztraty mésice
jsou v8ak radové vétsi. Konduktivni ztraty jsou odha-
dovény na 17-26 GW pro priumérnou tloustku slupky
30-20km [75] a ztraty spojené se zlomy v jihopoldrni
oblasti dosahuji vice nez 4 GW [76]. To naznacuje pii-
tomnost hlubsich zdroju tepla v nitru mésice, bez kte-
rych by vnitini ocedn zamrzl béhem 100 miliond let
[77]. Jednou z navrzenych hypotéz je kuprikladu teplo
generované slapovou deformaci porézniho a nekonso-
lidovaného silikatového jadra [19].

4 Tani a transport taveniny v planetarnich
ledovych vrstvach

Nyni stru¢né zminime dalsi dalezity fyzikalni proces,
ktery ovliviiuje dynamiku planetarnich ledovych vrs-
tev, moduluje jejich tepelnou vyménu a usnadnuje pro-
stup volatilnich latek - tani ledu/zamrzani vody a po-
hyb taveniny.

K fazové zméné (tani ¢i namrzani) obecné dochdazi
na rozhrani mezi vrstvami ledu a kapalné vody v du-
sledku lokélni nerovnovahy pfijejich vzajemné tepelné
vyméné. Termomechanickd vazba mezi faizemi a vyvoj
jejich vzdjemného rozhrani zahrnuji feSeni tzv. Stefa-
napt. [81]). Uvazeni fazové premény je dtilezité, nebot
zmény tloustky ledové vrstvy vyvolané tdnim/namr-
zanim mohou modulovat viskézni teceni ve velkém
méritku uvnitf téchto vrstev, naopak zmény salinity
spojené s fazovou zménou mohou ovliviiovat vnitini
dynamiku ocednt (napt. [60, 82, 83, 84]).

Voda miize vznikat také ptimo v nitru ledové vrst-
vy, naptiklad pii slapové buzené aktivaci tektonickych
povrchovych zloma v disledku tfeciho ohfevu [85]
nebo v nizkoviskdznich oblastech (napt. stoupajicich
konvekénich proudech) diky zvysené slapové disipaci
[86, 13]. Proces piipovrchového taveni byl navrzen jako
mozné vysvétleni pro vznik fady geomorfologickych
utvard na ledovych mésicich, jako jsou dvojité hibety
[87] nebo chaoticky terén [88] na povrchu Europy. Kli-
¢ova je otazka dlouhodobé stability pfipadnych pod-
povrchovych vodnich rezervoard, a tedy odhad doby,
po kterou by mohly pretrvavat. Existuji pfitom mini-
malné dva mechanismy, které je destabilizuji a odvadeéji
vodu hloubéji do nitra mésict.

? [ QIR
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Prvnim mechanismem jsou Rayleighovy-Taylorovy
nestability, zptisobené rozdilem hustoty tajici vody re-
lativné vici okolnimu ledu. Druhy mechanismus sou-
visi s propustnosti ledu - jakmile ledova matrice zacne
tat a objemovy zlomek tajici vody se zvysuje, po dosa-
zeni jisté mezni hodnoty nékolika procent se matrice
stava permeabilni pro vodu, kterd je nasledné odvadéna
poréznim te¢enim ve sméru efektivniho tlakového spa-
du (smérem dolt pro vnéjsi vrstvy ledu I).

Podotknéme, Ze tento druhy mechanismus odvadé-
ni tajici vody se velmi lisi od toho, ktery zname z po-
zemskych ledovctl. Na Zemi je hydraulicky systém ka-
nald a trhlin v ledovci typicky otevieny od povrchu,
kde se tavenina primarné tvoti a odkud proniké dola
nejcastéji procesem hydrofrakturace [89]. V ptipadé
planetarnich ledovych vrstev je jejich horni povrch vel-
mi chladny (<100 K pro Europu a 60 K pro Enceladus),
takZe na povrchu neni pfitomna zddnd kapalna voda.
Proto, snad s vyjimkou ,,tygfich pruhti“ Enceladu, jiho-
polarnich zlomt prostupujicich pravdépodobné celou
slupkou, je vét$ina tajici vody v nitru ledovych mési-
cli oddélena od povrchu vrstvou nepropustného kom-
paktniho ledu. V dusledku toho dochdazi k transportu
vody v ¢aste¢né roztavenych oblastech ledovych vrstev
procesem analogickym spiSe transportu silikatové ta-
veniny v zemském plasti (napt. [90, 91]). Transport ta-
veniny potom sice vykazuje dynamiku Darcyho typu
(viz dale), ale na rozdil od standardni hydrologie po-
réznich prostredi je pfitomna dodate¢na mechanicka
vazba mezi ledovou matrici a taveninou. Extrakce ta-
veniny z matrice musi byt totiz doprovazena deformaci
materialu matrice vypliujiciho prostor uvolnény vyté-
kajici taveninou. S tim spojeny tzv. kompakéni dyna-
micky tlak vstupuje do pohybové rovnice pro taveninu
avnasi do ni i zavislost na vlastnostech ledové matrice,
napt. jeji viskozité.

4.1 Matematicky model porézniho proudéni vody
v temperovaném ledu
Pfi popisu transportu tajici vody v planetarnich ledo-
vych vrstvach pouzivime matematicky model prou-
déni kapaliny ve viskozné se deformujicim poréznim
prostiedi (temperovaném ledu, tj. ledu pfi bodu téni).
Systém fidicich rovnic obsahuje dvé parcialni bilan-
ce hmotnosti a dvé parcidlni bilance hybnosti pro obé
skupenstvi. Protoze v8ak obé dvé faze maji stejnou (lo-
kalné rovnovaznou) teplotu, uvazujeme typicky pouze
jednu energetickou bilanci pro smés jako celek.
Systém fidicich rovnic Ize odvodit ze zédkladnich
postulatd teorie viceslozkovych interagujicich konti-
nui (teorie smési, napt. [92, 93, 94]). Po redukci modelu
pomoci argumentt zalozenych na charakteristickém
$kalovani problému mtizZe byt systém pieformulovan
do nésledujici podoby, ktera se velmi podoba tradic-

inkluze

Obr. 10 Typy kapalnych vodnich inkluzi v polykrystalickém ledu: (a) intrakrystalické, (b) dvouzrnné prliniky, (c) vzduchové
bubliny, (d) tfizrnné prinikové inkluze. Pfevzato z [78] Vpravo: Detailni nacrt spojnice tfi zrn [79, 80].
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Obr. 11 Ukazka dynamiky dvoufazového teceni - transportu porozity — v ¢astecné natavené oblasti vlivem gravitace. Dvé
pocatecni oblasti zvysené porozity se postupné zaostiuji a vytvareji viny porozity. V dlsledku vétsi rychlosti Sifeni pro

vyssi porozitu dojde ke kolizi obou utvara.

nim dvoufdzovym rovnicim pohybu taveniny v sili-
katech, dobfe zavedenym v dynamice zemského plasté
(89, 90]:

® Hmotnostni bilance:

Lo} . _r
=t div(¢pvy) = o (43a)
. . 11

div v, + div (d)(vf - vm)) =r (; - E).(43b)
Zde ¢ oznacuje porozitu (tj. objemovy zlomek teku-
tiny), vsav,, oznacuji rychlosti tekutiny a ledové ma-
trice, r oznacuje rychlost tdni/namrzani (pozitivni
pro tani) a ps p,, jsou (konstantni) hustoty tekutiny
aledové matrice.

B Bilance hybnosti

C(d))(Vf - Vm) = _¢’(VH + (pm - pf)g)'(44a)

VIl = - &(pm — pr)g — V(A - P)P) +

(44b)
+div (2(1 - ¢)nmn))d(vf)).

Zde II je dynamicky tlak (definovany jako rozdil
mezi skute¢nym tlakem vledu a hydrostatickym tla-
kem), g je gravita¢ni zrychleni, n,, smykova visko-
zita ledové matrice dand v uvazovanych aplikacich
efektivni viskozitou (10) a P je dynamicky kom-
pakeni tlak definovany jako [92]

P=- %" div v,,. (45)

Symbol ¢(¢) oznacuje koeficient odporu vztazeny
k permeabilité matrice k() vztahem
_nré? : — n

c(d) = @) kde typicky k() = ko™, (46)
sexponentem # typicky mezi2 a 3 (napf. [95]). Nékdy
se zavadi perkola¢ni mez ¢, [96], permeabilita ledo-
vé matrice klesne o fddy (nebo na nulu) pro ¢ <P,,
zatimco pro ¢p=¢, se fidi mocninnym vztahem
jako v (46).

t=0,30 kyr t=0,35kyr
10
g
t=0,30 kyr t=0,35 kyr >
1
10 20 30 0 10 20 30
x [km] x [km]
B Energeticka bilance
C (68 + VB) +
4y,
e \e T
a9
+(1—¢)Cm(—+vm-V8>+Lr =
ot
47)

= div(k($)V) + h + c(d)|vy — vin|” +
+ (1 = d)oy: D(v,,) — (1 — )Pdiv v,,.

kde Ca C,, jsou tepelné kapacity dvou fézi, h jsou
externi zdroje tepla a k() je tepelnd vodivost dvou-
fazového porézniho média dana implicitnim vzta-
hem [97, 89]
¢ 1-¢ _ 1
—=t—%-=3 (48)
2+k7f 2+k7m 3
kde ksa k,, jsou tepelné vodivosti kapalné vody a le-
dové matrice.

Vyse uvedeny systém rovnic je pomérné kompli-
kovany, vyzaduje proto nékolik komentari. Nejprve
zmifme, Ze v limité mizejici taveniny, tj. pro ¢ — 0+,
a pri absenci fazovych zmén, tj. pro r = 0, se vySe uve-
deny systém redukuje na standardni nestlacitelny Sto-
kestv-Fouriertv systém pro viskozni ledovou matrici.

Je-li ptitomna tavenina, je jeji transport dan rovni-
ci Darcyho typu (44a). Tato rovnice pfedstavuje me-
chanickou kvazistatickou rovnovdhu mezi odporovou
silou zptisobenou proudénim (levd strana (44a)) a gra-
dientem dynamického tlaku a gravita¢ni silou (prava
strana (44a)). Transport taveniny a zména fidze mohou
vést k objemovym zméndm matrice, protoze se pory
uzaviraji nebo oteviraji a méni se porozita v zavislosti
na toku a tdni/mrznuti. Tyto dva jevy zachycuji hmot-
nostni bilance (43).

Nenulova divergence rychlosti matice zavadi
do obou mechanickych rovnic dal$i vazbu prostred-
nictvim kompakéniho tlaku P v (44b), vyjadfujiciho
dynamicky rozdil tlaka ve dvou fazich. Tento rozdil
souvisi s kompakei ¢i extenzi matrice prostfednictvim
»singularni® efektivni objemové viskozity n/¢. Pro-
stfednictvim dynamického tlaku IT ovliviiuje kom-
pakeni tlak P zase separaci taveniny v (44a). Energe-
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tickd bilance (47) popisuje advektivni transport tepla
obéma fazemi (prvni dva ¢leny na levé strané (47))
a vyménu latentniho tepla (posledni ¢len na levé stra-
né (47)), které jsou vyvazeny (v poradi, ve kterém se
objevuji na pravé strané (47)): difuzi tepla podle Fourie-
rova zékona, vnéj$imi zdroji tepla a ttemi mechanismy
mechanické disipace v disledku tfeni mezi proudici
taveninou, smykovou deformaci matrice a objemovou
deformaci matrice.

Numerické feSeni vySe uvedeného systému je
z mnoha divodt netrividlni. Naptiklad kromé problé-
mu Stokesova typu pro deformaci matrice s nelinedrni
viskozitou matrice je tfeba fesit hyperbolickou rovni-
ci pro transport porozity. Pole porozity mtize pfitom
vykazovat velmi strmé prostorové gradienty, coz ¢as-
to vede k numerickym oscilacim Feeni. Dal$i vyzvou
je to, ze divergence rychlosti ledové matrice je uréena
obecné nenulovd. Navic kompakéni tlak zahrnuje vy-
raz div v,/ ktery je sice reguldrni i pro ¢ — 0+, ale
»prepindni® mezi rezZimem ¢aste¢né roztaveného a stu-
deného ledu vyzaduje specialni oSetfeni. V neposled-
ni fadé pritomnost kompakéniho tlaku vede ke vzniku
tzv. vln porozity - dynamickych maloskélovych vzo-
ri v rozloZeni porozity (viz napt. [98, 99]), jejichZ pii-
tomnost nesmirné zvysuje pozadavky na rozli§eni jak
v prostoru, tak i v ¢ase (obr. 11). Vlnova délka vIn po-
rozity souvisi s tzv. kompakcéni délkou danou pomoci

5= [KD(mtim)
Ny ’

(49)

kde {,, =1,,/® je efektivni objemovd viskozita matrice.
V praktickych aplikacich se vyse uvedeny systém cas-
to dale zjednodusuje mnoha zptsoby. Napriklad byla
formulovana aproximace malé porozity nebo tzv. limit
nulové kompakcni délky (napt. [97, 98]), nebo Boussi-
nesqova kompakéni aproximace [100], abychom jme-
novali alespon nékteré.

4.2 Ukdzka numerického modelu -
tdni a transport taveniny v ledové slupce Europy

V praci [101] jsme aplikovali dvoufazovy model ke stu-
diu stability mélkych podpovrchovych rezervoara ta-
jici vody ve vnéj$im ledovém obalu Jupiterova mésice
Europa. Zaméfili jsme se na dva typy pozorovanych
povrchovych geomorfologickych utvard, u nichz hy-
potézy jejich vzniku zahrnujici proces tani blizko pod
povrchem Europy: (i) Chaoticky terén (chaotic terrain),
davany do souvislosti s tdinim na celech stoupajicich
konvektivnich plum [87], a (ii) dvojité hibety (double
ridges), spojované s tanim v duasledku tfeni na slapo-
vé namahanych transformnich zlomech uvnitf ledové
slupky [86].
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Pouzili jsme zjednodusenou 1D aproximaci vyse
popsanych rovnic dvoufizového proudéni a systém
jsme vyftesili numericky. Ukazali jsme, ze v pripadé
stoupajicich plum by kapalna voda vytvorena v jejich
Cele byla velmi rychle (v ¢asovém méritku <100 kyr)
odvedena do ocednu mechanismem dvoufdzového te-
¢eni ve formé porozitnich vln, a tedy dlouhodoba sta-
bilita rezervoaru tajici vody spojenych s plumami je
nepravdépodobna (obr. 12). Na druhou stranu nase si-
mulace ukazaly, ze stabilni (vice nez Myr) rezervoary
roztaté vody by mohly existovat v souvislosti s trans-
formnimi zlomy ve studeném, tzn. nepropustném ledu.
To identifikovalo dvojité hibety - véudypfitomné geo-
morfologické prvky na povrchu Europy - jako poten-
cialni indikétory pripovrchového tani - tedy vhodné
cile pro radarovy priizkum v ramci pfipravovanych
satelitnich misi.

V navazujici studii [102] jsme tento, z hlediska sta-
bility vody ptiznivy ptipad revidovali pomoci dvou-
rozmérného koneéné-prvkového modelu vodniho
ledu v nepropustné limité. To nam umoznilo odhad-
nout mnozstvi akumulované stabilni podpovrchové
taveniny a omezit ¢asovou $kdlu jeji extrakce. Na roz-
dil od jednorozmérného ptipadu nam 2D simulace
umoznily zadlenit a kvantifikovat a¢innost extrak-
ce taveniny pomoci dal$iho mechanismu - vzniku
Rayleighovych-Taylorovych nestabilit zpusobenych
kontrastem hustoty mezi vodou a ledem. V nasich
simulacich se tyto nestability tvotily typicky v fadu
nékolika miliont let, G¢inné odvadély taveninu smé-
rem doli a tak zabranovaly tvorbé mélkych podpo-
vrchovych vodnich kapes. Maximalni podil obje-
mu taveniny v natavenych oblastech ztidka presahl
10 %. Zajimavé je, ze vyhodnocenim objemovych
zmén spojenych s tdinim ledu, transportem tajici vody
a opétovnym zamrzanim jsme byli schopni predpo-
védét tvorbu povrchové topografie nad zlomy v sou-
ladu s pozorovanymi charakteristikami dvojitych
hrebend.

5 Zavér

V tomto prehledu jsme predstavili vybrané partie
matematického modelovani, které umoziuji 1épe po-
rozumét geofyzikalnim déjim tvarujicim led, ledov-
ce a ledové slupky na Zemi, na planetach a mésicich
ve Slunec¢ni soustavé. Popsali jsme slozitou odezvu ledu
na ptilozené mechanické napéti v zévislosti na ¢asové
$kale (periodé) budici sily. Pro nejrychlejsi déje se led
chova jako prevazné elasticka ¢i elasto-plasticka pev-
na latka, pro o néco pomalej$i déje je vhodné jej po-
psat jako viskoelastickou tekutinu a na dlouhé ¢asové
$kale se led deformuje coby viskdzni tekutina. Pfechod
mezi témito reZimy neni pfitom nahly a mtze zaviset
Obr. 12 1D aproximace transportu

taveniny procesem dvoufazového

teceni v ledové slupce Europy. (a)

Vyvoj objemového zlomku taveni-
1 ny (porozity) v nékolika ¢asovych
okamtzicich (barevné). Pocatecni

rozlozeni porozity je vyznaceno
Cernou carou. V dusledku nelinear-

10

¢ [%]

01 ni dynamiky dochdzi ke vzniku vin
porozit a ke zvysujici se koncentra-
ci porozity v lokdlnich maximech.

0,01 (b) Odpovidajici ¢asoprostorovy

30 VyVvoj porozity v ¢aste¢né natavené

ledové slupky.
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ina dal$ich parametrech studovaného pfirodniho sys-  Reference

tému, kuptikladu na teploté. Pro nizké teploty ledu lze
deformaci ledu popsat elasticky i na delsich ¢asovych
$kalach nez pro vysoké teploty. Naopak pro teploty
blizké teploté tani je nutné led popsat pomoci viskozni
deformace i pro relativné rychlé procesy. Pro teplotu
tani se navic dynamikaledu obohacuje o dalsi fyzikalni
procesy v dtisledku fazového prechodu a pfitomnosti
kapalné faze.

Tti typy problémd, které jsme si struéné popsali,
predstavuji omezenou, ale vyznamnou tfidu (geo)fy-
zikalnich tloh se zna¢nym presahem do dalsich oblasti
vyzkumu. Matematické modely pohybu pevninskych
ledovcti na Zemi ¢i Marsu pomahaji porozumét roli
téchto geologicky aktivnich pfirodnich atvard v his-
torii klimatu a do urcité miry pomdhaji predpovidat
ijeho budouci vyvoj. Studium slapové buzenych defor-
maci planetdrnich slupek ledovych mésicti dava moz-
nost nahlédnout pod jejich povrch pomoci satelitnich
méfeni tvaru, gravita¢niho pole a rota¢nich pohybu
téchto téles. Tim mtize jednak pomoci omezit fyzikal-
né pripustné modely jejich vnitini struktury, zaroven
tim ziskavame i odhad energetické bilance, nezbytny
pro porozuméni pritomnosti a stability podpovrcho-
vych ocednii na télesech, jako je Europa ¢i Enceladus.
Studium treti tfidy dloh, spojenych s tanim ledu a mi-
graci vody, si klade za cil porozumét transportnim
procestim v ledovych slupkach. Transport vody a Zi-
vin je pfitom klicovy pro ohodnoceni astrobiologic-
kého potencidlu téchto mésicti. Otdzka mozné oby-
vatelnosti daldich téles ve Slune¢ni soustavé mimo
Zemi predstavuje jednu z nejzakladnéjsich védeckych
otazek soucasnosti. Snaha o jeji zodpovézeni slouzi
jako kli¢ova motivace pro nékolik pravé probihajicich
misi, zaméfenych na studium ledovych mésicii. Zmin-
me predev$im mise JUICE (JUpiter Icy Moon Explo-
rer) Evropské kosmické agentury, kterd odstartovala
vdubnu 2023, a Europa Clipper americké NASA, ktera
je na cesté od fijna 2024. Obé mise za¢nou sbirat cen-
nd data v systému Jupiterovych mésicti po roce 2030.
Matematické modely procesti zminénych v tomto ¢lan-
ku hraly nezastupitelnou roli pti pfipravé téchto misi
a budou spolu s dal§imi modely nezbytnymi néstroji
pro jejich interpretaci.
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